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8 0. Inleiding 


Enige typische voorbeelden van problemen uit de approximatie 


theorie zijn de volgende: 


A. Gegeven is het bestaan van een Cingewikkelde) funktie f 


op een interval [a,b]. Gevraagd wordt een zo goed moge- 
lijke benadering van $ met eenvoudige funkties van een 
gegeven gedaante, b.v. polynomen op [a,b], waarvan de 
graad ten hoogste n is. | 

B. Gevraagd wordt Sen Zo goed mogelijke, maar niet al te om- 
slachtige ie nnn voor de niet analytisch berekenbare 


integraal f ò(x)dx, b.v. door middel van een uitdrukking 
a | | 


n 
van de gedaante ZX cc. db (x.). 
| Le d, de 


Een meer algemeen probleem type van de approximatie theorie 
kan als volgt geformuleerd worden: Gegeven is een ruimte E 
en een funktie f op E. Zij g een funktie op E‚ die boven- 
dien afhangt van een stel parameters Agres A Gevraagd 


wordt de parameters zo te bepalen, dat g zo dicht mogelijk 


Da d Aus, 


Opgave 1.- Laat zien dat de voorbeelden A en B passen op 
deze algemene beschrijving. Specificeer daartoe E en 


L © / Id 
1e + Tú 


Voor het doen van uitspraken over een approximatieprobleem 
zijn uiteraard gegevens nodig. We beperken ons tot uitspra- 


ken, die afgeleid kunnen worden uit gegevens die geldig 


En 
zijn voor vrijwel alle voorkomende approximatie problemen. 
We nemen daarom voortaan aan dat de funkties f en g zelf 
elementen zijn van een lineaire ruimte van Pumteten en dat 
het begrip "zo goed mogelijke benadering" geformuleerd kan 
worden in termen van een afstandsbegrip. De approximatie 
theorie werdt hierdoor een aftakking van de theorie der 


topologische lineaire ruimten. 


Het algemene approximatie probleem kan nu als volgt gefor- 
muleerd worden: zij X een lineaire ruimte, Y een deel van 
E en x € X Zoek een y € F‚ zodanig dat de afstand van x 


en y minimaal is. 


Dit college behandelt die onderdelen 
van de funktionaal analyse, die noodzakelijk zijn GED het 
bedrijven van approximatie theorie. Sommige definities en 
eretentalse resuiteten zijn eerder behandeld in het analyse 


college en worden alleen volledigheidshalve vermeld, 


5 1. Genormeerde ruimten 


Een lineaire ruimte E,‚ voorzien van een topologie, heet een 


topologische lineaire ruimte (t.l.r.) indien de optelling 
a 
en scalaire vermenigvuldiging continue operaties zijn. 


Het lichaam der scalairen van E is steeds Rof £. We zullen 
ons vrijwel uitsluitend beperken tot t.l.r. waarvan de topo- 


logie afkomstig is van een norm. 

















1.1. Definitie 
E heet een metrische lineaire ruimte, met metriek p, in- 


dien E voorzien is van een afbeelding p: EXE * IR; met 


a. P(Xx,Yy) Plysx) > Ovoor y # x 
be Plxsx) =D | 
e. Olx,Z) & p(x,Y) + plysz) (dus p is een metriek en E 
is een metrische ruimte) | 
d. p (x-y,0) = P(Xx,y) (de metriek is invariant). 
voor alle x, y, z EE. 
e, De afbeelding Ax) Ax is continu. 
Het getal p (x,y) wordt wel de afstand van x en y genoemd. 


Het getal v (x) = p(x,0) is dan een soort maat voor de groot- 


_ te van x, met Vv GHY) S v (x) + v (y) en vx) = 0 * x= 0. 


De eis dat deze grootheid zich ook netjes moet gedragen t.a.v. 
de scalaire vermenigvuldiging leidt tot: 
1.2. Definitie 

Een seminorm op een lineaire ruimte E is een funktie v 

E »* IR, met 

a. v (xty) Sv (x) + v (y) (driehoeksongelijkheid) 

b. v (Ax) = |A] v (x) 

voor alle x, y EE en elke scalair XA, 

Een seminorm v heet een norm op E indien bovendien 

ec. Vv Cx) = 0 > x = 0 

_E heet in dit geval een genormeerde lineaire ruimte 
(n.l.r). I.p.v. vs, resp. v (x), worden ook vaak de no=- 


taties Wall of |lell, resp. [xl of |-| ‚ gebruikt. 

















neder en er a EE EE ENE TEE ed 
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Lon Lemma 


Zij v een seminorm op E‚ u een norm op E. 


a. 


b. 


v (0) = 0, v (-x) = Vv (x) en v (x) > 0 voor alle x 


vG) - v (y)| $ v (x-y) voor alle x en y 


e. u (x) 7 O0 voor x # 0 


d. 


tn 


pH induceert een invariante metriek p: p (xy) = 


u (x=-y). 


dels Voorbeelden 


n 3 | | 
xl = (2 x. 22, met x = (Xs... sX )slevert een norm 
As n : Ee En 
op IRY , idem |x| = 2 |x‚l en |x| = max bx. | 
| Eet Ode Ì | 
Zij E een lineaire ruimte voorzien van een inprodukt 


| 1 

( *‚°). De afbeelding Xx » (x,x)? is een norm op E. 

Zij X een niet lege verzameling en B(X) de verzameling 
der begrensde (reële of complexe) funkties op X. 


B(X) is een n.l.r. t.a.v. de sup norm |l |l = suplf(x)|. 
xEX | 


Zij X een topologische ruimte en C(X) de verzameling 
der begrensde cantus funkties op X. Ook CX) is een 
n.l.r. t.a.v. de norm van voorbeeld 3. 

LP — ruimten. De AOL ha 


Zij E een n.l.r. en F een lineaire deelruimte van E. 


F is zelf een n.l.r. t.a.v. de norm van E. 


. In de voorbeelden 3 en & is voor elke xEX de afbeel- 


ding f # fo) | een seminorn. 














dB 


Opgave 

1. Verifieer deze voorbeelden. 

2. Waarom is voorbeeld 1 een speciaal geval van voor=- 
beeld 2 2 

3, Hee kan uit een seminorm of een metriek een topologie 
(dus een izsse van open desivernaneriiecn op E af- 
geleid worden? | 

U, Bewijs dat de een een lineaire deelruimte 

van een metrische lineaire ruimte ook weer een line- 


aire ruimte is. 


In voorbeeld A kan E nu bestaan uit de ruimte der conti- 


nue funkties op [0,1], voorzien van de supremum norm van 
Glee Li en de lineaire deelruimte van E‚ bestaande 
uit alle polynomen met graad $< n. Het approximatie pro- 


bleem bestaat uit hetvinden van een afbeelding 


Tifle TfEP, , met ITf-fl= sup EE) GOF |= 
inf Wlf-gll. 
gEP_ 


Voor de hanteerbaarheid van een dergelijke operator T de 
het gewenst dat hij lineair en continu is. We geven een 
aantal eriteria voor de tweede eigenschap. E en F zijn 
steeds n.l.r. en T een lineaire operator van E in D 


Beide normen worden aangegeven met 








Stelling 


T overal continu * T continu in een punt SE, 


Dit volgt uit |Tx-Ty|= [T(x+à-y)-T(a)| en 


Jany] <ô elxta-y-al <ô + 


L 1s dus zelfs uniform continu op E. 











eden ne Re ERR 





lele Derinite 


Ei 


P: 
El 


—_6G= 


Ï heet begrensd indien voor zekere M > 0 geldt [Tx | ed 
M [xl voor alle x. _ 
Stelling 

Ï continu * T begrensd. 
*: evident. 

>: voor zekere ê>0 geldt IxissrlTx{<1. Voor willekeurige #40 — 
geldt dan |Tx| - Jl 1 ER <5 [xl + 

Voor een belangrijke klasse van operatoren geldt F = 


ne NT 


. Stelling 


Een lineaire operator T:E > R (resp. LU) is continu dan 


en slechts dan als ker T = ak, (0) gesloten is, 


De noodzaak volgt uit de definitie van continuïteit. Zij 


omgekeerd T niet continu, dus niet begrensd, Er bestaat 


een rij (x) CE met |Tx, | En [xls dus ook T y, = 1 en 


| es | jp n | dt n 
Va 0 voor de rij (y‚) s EO .‚ Voor de rij(z) 5e 
SEE geldt tenslotte Za Vr a Iz, = 0 en T(-y,) 
„1, d.w.z. ker T is niet gesloten. á# 


Def initie 


Zij T een lineaire begrensde operator van E èn F. De 


Tx | | x X 
Sup x|. 
x+0 


norm UTI van T is het getal sup [Txl = su Tel 
[a 











_m vx) S v 


ale 
Opgave En 


1. De begrensde lineaire operatoren van E in F vormen 
een lineaire ruimte B (E,F). 

2. Bewijs dat de drie uitdeuideten voor HITI in def. 
1.10 equivalent zijn. 

3. Bewijs dat B (E,F) een n.l.r. is. | 

U, Bewijs dat goe sx) zd CXgoesXj) (kán) een continue 
afbeelding is van IR” in RS (ef (1.u.1.)). 

5. Zij X = [o,1] in bi i.N) en Tf = Js (x) dx, Bewijs 


dat T continu is. 


Definitie 


Twee topologische lineaire ruimten E en F heten topolo- 


gisch isomorf of lineair homeomorf indien er een lineaire 


bijectie T van E op EP bestanen met T en TÎ continu. Twee 
metrische (lineaire) ruimten E en F heten isometrisch 

isomorf of congruent indien er een (lineaire) bijectie 
T van E op F bestaat met p (x,y) = p (Tx, Ty) voor alle 


Hay CE Es 


Voor genormeerde ruimten is de laatste voorwaarde equi- 
valent met [xl = |[Tx|lvoor alle x. Twee normen v en vi 
op E heten equivalent Indien er m‚M > bestaan met 
Î (x) SM v(x) voor alle x, d.w.z. indien de 
identieke afbeelding een lineair homeomorfisme is van 
(E‚v ) in (E‚vi). Uitspraken over een approximatie pro= 


bleem zijn i.h.a. invariant t:ia.v. de overgang op een 


equivalente norm. Hun bewijs kan hiermee soms vereenvou- 


digd worden. 











bede 


1.14. 


Lade 


1.16, 


_8 
Opgave | 
1. Ga na dat de equivalentie van normen een equivalen- 


tie relatie is. 


| ä 
2. Bewijs dat v (x) = (er + en en vi (x) = max 


SEM equivalente normen zijn op ms, 


Stelling 
De n.l.r. (E, v) en (E, vi) zijn lineair homeomorf (met 


T = I) dan en slechts dan als v en ve equivalent zijn. 


De identieke afbeelding CE U) + {E, vij is continu als. 


1 


voor zekere M > 0 geldt v° (x) S Mv(x) voor alle x. 


De rest van het bewijs volgt uit: 


Stelling 


Laat E en F helst, Zijn en T een lineaire operator van 
E in F. De inverse rÎ bestaat en is continu op T (E) 
dan en slechts dan als er een m 7 0 bestaat met m [xl 
S |Tx| voor alle x € E. | 


Uit T x= volet e= 0x dus Tis injeetief en Tin be=- 


staat op T(E). Voor y € T (E), dus y = Tx voor zekere 
X, geldt [rd | = xi<s & [Tx] = 5 ly |, dus TL is con- 
tinu volgens (1.8). De omgekeerde uitspraak is nu evi- 


dent. is 


Opgave 
| 1 
Bewijs dat de door Ilfll, = / [fx)| dx en WAN = 
df f 0 
(S [fo] dx)? op C([O,1]) gedefinieerde normen niet 
O 


equivalent zijn. 
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6 2, Banachruimten 


Voor een probleem als dat genoemd ha Gente 1.5. En 
de existentie van de operator T de eerste ZOrg. Deze 
wordt vaak bewezen door de iteratieve constructie van 
een rij operatoren Lan ‚ met | T keen htt | klein ge- 
noeg voor m en n groot genoeg. Een candidaat voor de 
operator T wordt dan venkpeeen indien de rij (T_f) be- 
vat is in een ruimte E van net. type: | 
Definitie 

zij E een metrische ruimte, Een rij (x) C E heet een 
Cauchy rij of fundamentaalrij indien er voor elke e > 0 


een N is met p (xs Xn < € voor alle n‚m 2N. 


E heet volledig of compleet indien elke Cauchy-rij con- 


vergeert naar een limiet. Een volledige n.l.r. heet 
een Banachruimte. (afkorting b.r.) 
Bekende voorbeelden van b.r. zijn RF en C(X) (ef. (1. 


U‚lU)). 


Opgave 

1. E en F zijn lineair homeomorfe metrische lineaire 
ruimten. Bewijs E compleet * F compleet. 

be Le censteet mensen: A gesloten deelruimte > A vol- 
ledig. 

3, In een complete metrische ruimte is elke converge- 
rende rij een Cauchy rij. 


Lt, E metrisch, A volledige deelruimte > A gesloten, 


Stelling 


Zij X een metrische ruimte. Er bestaat een complete 


Le 


metrische ruimte X en een dichte deelruimte X, van 





n In 


X „ isometrisch isomorf met X. X heet de completering van X. 


Het bewijs is analoog aan de constructie van Ruit @ 
Twee Cauchy rijen Xx) Kd C _X heten equivalent in= 
dien p (xy) DE is een equivalentie relatie, 

X is de ruimte van alle equivalentieklassen van Cauchy- 


rijen en X, de ruimte der equivalentieklassen die een 


=X 





PL) Cx) met X4 ens bevatten. Voor elk tweetal ele- 


menten Xx, y € X en een stel representanten (xs (9) 
| | van x en y wordt de afstand van x en y gedefinieerd 
„door p (x,y) = lim p CX Yn) Deze limiet bestaat en 


n 
is onafhankelijk van Cx) en (yo) 


2.k. Opgave 


1. Completeer bovenstaand bewijs. tF 


2. X is op isomorfje na eenduidig bepaald. 
3. X is een lineaire metrische ruimte, indien X dat is. 


u. ie een bit. indien X een n.l.t, 18 





5. Een continue lineaire operator van de n.l.r. X in 
een n.l.r. Y is eenduidig uit te breiden tot een 
eontinue lineaire operator van X in Y, onder behoud 


van norm. 


In praktische toepassingen werkt men vaak met eindig 
dimensionale n.l.r. Het gemak hiervan blijkt nog eens 


uit de volgende resultaten. 


2.9. Stelling on 


Z1j E een n-dimensionale lineaire ruimte over IR (of 


£ ) en p;, de projektie die dan elke «5 E zijn coór= 








Ts et beeren en, kele eeen Veetee em ve mere cart ese) ns 














J 


_ il 
dinaat Xi; t.a.v. een basis Ee»: sen toevoegt. Hiervoor 
geldt: | 
a. Elke P; is continu. 


ba E 48 volledig. 


De uitspraak is evident voor n = 0. Stel dat hij juist 
is voor n=-1 Em zij dim E = n. Elke projektie Pi is li- 
neair en A = ker p‚ is een n-1 dim.ruimte. A is volle- 
dig volgens de induktie veronderstelling, gesloten vòl- 
gens (2.2.4), dus P; is continu volgens (1.9). | 
Voor elke Cauchy rij °°) in E en elke i is (P; x°3 een 


Cauchy rij in IR (of £) met limiet X; Voor x = Ì Xx. e. 
i 


ief 
geldt 

k_ 5 k _ | k_ | 
Ix“-x| = En (Pp; Xx x‚) el S : le;| Ip; x'-x;l» dus 
xk > x. Ie | 
Gevolgen 


1. Alle enen op E zijn equivalent. 

2. Twee hetnenetenen. Nele Over Roof £) zajn topò= 
logisch isomorf. | 

3, Een eindig-dimensionale lineaire deelruimte van een 
n.l.r. is gesloten (en volledig). 

U, Elke lineaire afbeelding van een eindig dim. E in een: 


neels. F 18 continu. (Zie ook (4.,1)), 


1. Het is voldoende te bewijzen dat de gegeven norm equi- 
valent is met de norm x b max[p;xl| en dit volgt uit max 
1 | 
|p:xl S max Ip.ll [xl en [xl < E Ip;xl Je,| < max 


pyxl 2 le;l. 


-17- 
2. Volgens de eerste uitspraak is elke n-dimensionale 
E isomorf met IR (of @°) voorzien van de norm 


(x Xn) Pr max [x; |. 


9 
E 1 
2.7. Opgave 
1. Bewijs de uitspraken (2.6.3) en (2.6.4). + 
| | 4 Lo 
2. Bewijs dat f » f |fG)| dx een norm is op de ruimte 
-j 


der continue funkties op [-1,1l en bewijs met behulp 


van 2.6.1. dat deze ruimte niet eindig dimensionaal 


18, 
3. Bewijs dat de normen P_ k max LBC) en 
n El -1,1] | 
Pm X ja; |, op de ruimte der n-e graads polynodm es, 
Oo | | 
n n Ek 
Be (x) = agtresta X ‚ equivalent zijn. 


2.8. Stelling 


(Riesz) Een n.l.r. E is eindig dimensionaal dan en slechts 
dan als de gesloten eenheidsbol B in E compact is. 
>:Zij dim E = N, (x!) € B en,voor elke XEE en iS Ns Xx; 


de i-e coördinaat van x. De rij € is begrensd in 


t 


. . © n 
IR en bezit dus een deelrij Xs convergerend naar zekere 


| 
Xx, E IR. De rij (5 ) is begrensd en bezit een deelrij 


dk 
tt 
Bn )  convergerend naar een x,E IR. Door inductie 


2 


dk n | 
ontstaat een deelrij van (x ),convergerend naar een punt 


Xx == (Xx XN) E B = B. B is dus compact. (Aban Esp luej. 


1 


„= Als B compact is zijn er eindig veel open bollen 
Bla, ,3),i=1;..‚N;, met middelpunt a, EB en straal 3, die 
B overdekken. Voldoende is het bewijs van L = E‚ met 


L de lineaire ruimte opgespannen door a ‚a L is 


1 N° 


gesloten volgens (2.6.3.), dus voor elke x EE\L is inf 
| | yEL 





-13- 

Ix-y| = a> O0 en |x-zl < 2a voor zekere z E L. Uit 

5 E B volgt het bestaan van een i met a - a.l £ 3}, 
20, 20, 1 


3 dus |x- (z + 2a a.)| £ a, terwijl z + 2a a, EL. + 





| 2,9. Opgave 

dn Bewijs dat een begrensde gesloten deelverzameling 
van een N-dimensionale n.l.r. compact is. 

2. Bewijs E eindig dämenstenaal. et locaal compact (d. 
W‚.z. elk punt bezit een omgeving waarvan de afsluiting 


compact is). 





u) 
. 


Bewijs dat de ruimte C ([0O,1]) van (1.4.4) een banach- 
ruimte is. Gebruik nu (2,8) om aan te tonen dat ze 

niet eindig dimensionaal is. 

t, Bewijs dat de n.l.r. van (2.7.2) niet volledig is. Be- 
schouw daartoe de rij Cf) met f(x) = 0 voor x € L4,0), 


_ 1 | e 1 | 
Ín(x) = nx voor x € [o‚=len f(x) = 1 voor xel =,1] 


Niet eindig dimensionale b.r. blijken zelfs een zeer 
omvangrijke basis te bezitten: 

2,10. Definitie 
Een Hamelbasis van een lineaire ruimte E is een verzame- 
ling B CE, zodat elke x € E op precies één manier te 


n 
schrijven is als een eindige som x= 3 a D, ‚ met 
i 


a: 
a. E IR(of £) en b. E B, 
d sÀ 
Men kan bewijzen dat elke lineaire ruimte een Hamelbasis 


bezit, waarvan de machtigheid eenduidig vastligt. 


2.11. Stelling 


Een n.l.r. E met een echt aftelbare Hamelbasis Ce) is 


niet compleet. 





dd 


-14- 
Z1j L_ de lineaire bne opgespannen door e‚»::»e,: 
We mogen Je | = 1 veronderstellen voor elke n. Definúeer 
door inductie rijen Cy) en (da); met d_ = afstand 
dl 


Vs Lg) ner = 3d, e+: De rij (z,) met ZS 


X Ys is een Cauchy rij. Stel zZz > zE Lp dan 
1=1 


n 
d (z > L = den | z| <5 drs 3 tegenspraak. á#f 


Z - 
Atl N+1 NE 
Voor de toepassingen is daarom het volgende basisbegrip 


belangrijker: 


Een Schauderbasis van een b.r. E is een rij vectoren 
(e_), zodat voor elke x € E precies één rij 
n 


(A+) C IR(of £) bestaat, met Xx = lim E X. e.. 
1 ke 
neo 1 


Opgave 
Bewijs dat een b.r. E met een Schauderbasis Ce) sepa- 
rabel is, d.w.z. een aftelbare dichte deelverzameling 


bezit. 
De omgekeerde uitspraak is nog een open probleem. 


Hilbertruimten 

Dit zijn de meest aangename Banachruimten. Een Hilbert- 
ruimte over £ wordt ook vaak een unitaire ruimte ge- 
noemd, een eindig dimensionale Hilbertruimte sen Buaiîs 
dische ruimte. De eigenschappen van Hilbertruimten zijn 
tot op grote hoogte analoog aan die van de Euclidische 
ruimten. In het bijzonder is de kortste afstand tussen 
een punt x en een lineaire deelruimte L expliciet bere= 
kenbaar. De wijze van invoering wijkt iets af van die 


van de eerder genoemde ruimten: 
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3.1. Definitie 


Een prehilbertruimte (of inprodukt-ruimte) is een li- 


neaire ruimte H over IRof &,‚ voorzien van een inproduct, 
d.w.z. van een afbeelding van H x H in IRof @ die vol- 
doet aan 

1. (x,y) = Fo) 


2. (x+y,zZ) = (x,2) = (y,z) 


3. (A x,y) = MX,Y)s(dew.z. (+,°) is een sesquilineaire 


hermite vorm) en aan 


U, (x,X) > 0, (x,x) = 0 > Xx = 0 
d.w.z. de vorm is positief definiet. 


In het reêle geval geldt (x,y) = (y‚x) en de eigenschap- 


pen (1) - (3) definiëren een bilineaire symetrische vorm 
op H x H. Uit de algebra is bekend: | 


Lemma 


a. (x,Ay) = Alx,y) (z kX,y) in het reêle geval) 


b. (x,x) = (x,x) 
1 
ce. xblx|l = (x,x)? is een norm op H (en voortaan de norm op H) 
d. [Cx,y)l S |xl.lyl (ongelijkheid van Schwarz). 
Definitie 


Een Hilbertruimte (h.r.) is een wolledige prehilbertruimte. 


Opgave 

1. Zij H een prehilbertruimte. Bewijs dat de sonpietenine 
B (ef (2.3)), met een geschikte voortzetting van het in- 
produkt, een Hilbertruimte is. 

2. Bewijs dat IR! een h.r. is. 


3. Bewijs dat de ruimte van opgave (2.7.2) een prehilbert- 
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| de mn 

ruimte is t.a.v. het inprodukt (f‚,g) = f f(x) g WJ dx. 
en sl | 

U, Bewijs dat het inprodukt een continue funktie is op 


HK X He 


abe Voorbeeld 


ZE je de ruimte van alle complexe (of reële) rijen 
a = (a) met Xx |a k L oo, Dit is een lineaire ruimte, omdat 
N 
X la +b | <2X(la Ee |D Bn Door (a,b) = Xa b_ 
1 On 4 n n N Dn 
wordt een inprodukt gedefinieerd, omdat E ja, bl S 

N tb 


> cal + eee Voor elke Cauchy rij (alt), in ij 
1 Nu 
en elke n € INis ook (att? 





) een Cauchy rij in C met li- 
miet a: Zij a == (Ca). Voor elke € 90 is er een 1» zodat — 


N B : 
| voor alle i,j > io en elke N geldt 2 Jas -a 2 S 
n=1 | 





| pd la ad) 2 = laf)? Le“, dus ook (j >ee) 

Î n n n 

E N e . 

j z la) aen voor alle N en la *)-all te. De ruimte 
nsi 

| 1 is dus een h.r. Dat deze ruimte voldoende belangwek- 


; 
| kend is volgt uit (3.27); 
| 


3.6. Stelling 
Voor elke n.l.r. E geldt 


E prehilbertruimte © xy] 2 + Ix-y | ze 20 x|° + ly $) 





voor alle x en y(parallelogram-wet). 

> : Uitschrijven m.b.v. (3.2.c). 

= : Stel 4 (x,y) = [xtyl° = Ixeyl® + i |x +iylZ-ilxeiyl?. 
(In het reêle geval worden de laatste twee termen wegge- 


laten). 4 


zl, Opgave 





1. Bewijs dat deze definitie inderdaad een inprodukt levert met 


(RR) = x{£. 














e 





a 


2. Bewijs dat de n.l.r. van opgave (2.7.2) geen pre- 


hilbertruimte is. (Kies f = 1 op C-ljre), f = O0 op 
[Osil, g& == 1op (esl), eg =op [-1501). 
3. Twee vectoren x en y in een reële prehilbertruimte 


Zijn orthogonaal precies dan als geldt [x+y] 2 = 


2 2 
Txl“ + [yl”. 
Stelling 
Voor alle PERRE E £ en onderling orthonormale vecto- 


2 
ren e‚‚..; |< 
n 


> del (generalisatie van Pythagoras). 


n 
e in een prehilbertruimte H geldt |Z A; e; 


De rest van deze paragraaf is gewijd aan het vinden van 
een orthogonale basis in een Hilbertruimte. Eerst een 


aanvulling van stelling (2.11): 


Stelling 


Een oneindig dimensionale h.r. E bezit geen orthogonale 


Hamel basis. 


Zar Ms Ce) zo'n basis. Kies een deelrij (e;) hieruit 


n e. | 
en stel x= X EE: . Uit (3.8) volgt dat (x_) een 
Nn jet Ì le; N n 
Cauchy rij Is, met limiet x = 2 ka e,. Er bestaat een 
J J | 


=1 
m, zodat voor alle n > men j vana N geldt En Te 


44 2 
dus ook |x_=-xl >= en x #x. &# 
n mn n | 


Een h.r. kan echter wel een orthonormale Schauderbasis 


(2.12) bezitten: 


Opgave 
Bewijs dat de rijen e. = (ali) met ati) = 0 voor 
ban d: n nE IN Ae | 
p n | : 
n # i, an = 1, een orthonormale Schauderbasis vormen 


van de h.r. 12 (3.5). 


vete etend de dn ape dn ne bees 6 eer ee ard een 





en erm 8e 








kele en Mn ee els en 


has Ea na oe A ek: Steed iid ae 
$ 








Md EN tl ie B nr el ee et ek ee ne nek hete Si ene talkline Ei 


SE BEN OREN PENS BAT EERE ED he Nakane enne en 
> 


a 


EGER 


ee 
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Ook dit begrip blijkt nog niet algemeen genoeg te zijn. 


(zie 3.28). We zullen echter bewijzen dat elke h.r. wel 


een dergelijke basis bezit, indien we de aftelbaarheids- 


eis laten vallen. Voortaan duidt 5 = Ce) steeds een niet 


noodzakelijk aftelbare familie orthonormale vectoren aan 


en H een prehilbertruimte. 
Definitie 
1. x € H heet ontwikkelbaar naar S indien er een rij 


A) C IR (of £ ) bestaat en een Caftelbare) mij 


| N 
(e_ ) C S, met x = lim ZX ) ; e 
EE OO N> co iz1 dj 


2. S heet totaal (of volledig of een topologische ortho- 


normale basis of een orthonormale basis), indien elke 
x E H ontwikkelbaar is naar S. 

3. S heet maximaal indien S = T voor elk Ghb 
stelsel T met S C T. 

U, Voor elke x E H heten de getallen En e…) de Fourrier- 


coefficienten van x t.a.v. S. 


Volgens Zorn is elke S uit te breiden tot een maximaal 
orthonormaal stelsel. S is maximaal precies dan als uit 


(CX, e,) = 0 voor alle a volgt x = 0. 


Lemma 


Voor elke x € H en elke eindige deelverzameling Ce‚s--.sen) 


van S geldt 


N 
1. |x -E (xe) Bel = alen X xe? < 
de d 
In 1= | 
| x on ) 5 e. | voor alle A,»...»Ar 
1=1 
N 2 2 
dE |G, e;)| s|x|°. 
Lel 


Wie in al En ene ene a 


he ee ne ind 
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3. x= E A; e, > A, = (x, e‚) voor i = 1,..,N. 
Jed | 


Bewijs door (zorgvuldig) uitschrijven. ij 


‚ Stelling 


„Elke x € H bezit ten hoogste aftelbaar veel Fourrier- 


coëfficiënten t.a.v. S die ongelijk aan nul zijn. 


p> | Gese, | <|x|° voor elke x € H (ongelijkheid van 


a 
Bessel). 





On Gere dre )l S Jx| [yl voor alle x,y € H (gegenera- 


at 
liseerde ongelijkheid van Bessel). 


18 B = Sv 4 S met S= le, ES |x, e)= 0} en Sn 5 
ben 5 5 | | Gse)| >}, Volgens (3.146) is echter elke 
S, eindig : het aantal elementen is bessen n*lx| 2. 
2: Volgt uit 3. | 

3: Het linkerlid is gedefinieerd dankzij 1. Voor een af- 


telbare deelrij (a,) geldt dus 5 |Oxse) (Yoe, )| = 


N 
lim ZX (xe, ) (yse, )l <S 
N> oo j=1 1 of 
S (Schwarz) lim (XZ [(xse, )[S Z [(yse, )|SI2 S 
N> oo izl ee ad ei 


(3.14) [xl |yl. + 


Opgave 

Motiveer de toepassing van de ongelijkheid van Schwarz 
In dit bewijs m.b.v. (3.2) en een geschikt inprodukt 

op £ on 

Zij [S] de lineaire deelruimte van H bestaande uit alle 


n 


elementen van de vorm > As e,‚ ne N, A7 E IR (of £). 
Led. 1 











Ee hae Pda ie TE halen mld mindert. eers 








Seis 


Lemma 


Z1j XxX ontwikkelbaar naar S., d.w.z. X 
zekere rijen (A) en Ce, 


ke 


De 
| 1 

Blei kel 

De tweede en derde uitspraak volgen uit de continuïteit 


van het inprodukt en (3.8). We mogen elke A; # 0 veron- 


derstellen. De rij Ce, ) is dan bevat in de verzameling 


L 


e 


Jit (3.17.1) volgt i.h.b. dat elk orthonormaal stelsel S 


topologisch vrij is, d.w.z. voor elke rij (A) en elke 


deelrij rp een ) As e, 


2 
EL | | 
waaruit de eerste uitspraak volgt. # 


elke A. 
1 


d 


te, 


Stelling 


De volgende uitspraken zijn equivalent: 
Ln 
Zn 


de 


1 > 2: Er bestaat een rij A, en een rij (Ce, ) C S met 


X 


S is totaal. 


F 0. 


E S 


As = (X9 e, 


i 
(xse,) f 0}. Wegens xl 


2 


[S] ligt dicht in H. 


XxX = 


o, 
2 
x| 


el 


Parseval). 


lim XxX 


N° 


ol 


X 


N 


eu CHKs e,) e, 


N 
2) À. 


Let 


de 


5 


) 

Ìi 

De rijen As) en Ce) zijn eenduidig bepaald, mits 
d 


a 


6 4 . 


oh 


CS: 


) voor elke i.. 


== 0). 
kk 


voor elke x E H. 


raliseerde gelijkheid van Parseval). 


E15 


20 


5 
sl e, 


Yr |(x,e 


fi 
Ge) < Eik (3.15.2) geldt dan ook Ce, 


0 voor alle ì. 


SM IE ed voor elke x € H. (gelijkheid van 


se AM) Sd (xye,) (yse) voor alle x, y € H. (gegene- 


1 
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2 > 3: Kies x E H. Zij L een aftelbare deel verzameling van S 





die alle e, met (xe) # 0 bevat (3.15.1). We moeten 


: bewijzen dat er voor elke e >0 een eindig deel L, van L bestaat, 


en ere een eha erdee he an ine Se a ar ners ee teke hd dennen ie: ET 


1 
met |x- 2 (x,e de |Se voor elk eindig deel L_2L, van L. | 
a je Ne ù ©, | 
a © | > A 
Kies, voor gegeven € 70, een x' = E A 5 e, E[S] , met 
| tet iet 


[x-x'| Se. Volgens (3.14.1) geldt dan ook 

n | 
[Xx -E (x, ee | Se en we mogen L, = (e_) GL 

ieÂ EE OS di 1Sisn | 
veronderstellen. Voor elk eindig deel Lo van L dat L, bevat 


geldt tenslotte 


een meten en A : ,, | Eeen ddie 4 î 
| x TeleL Cx, Ea e, | 


2 
|“ = 


| x-—E (xe) e -— _ (xe ) e 
e ÉL, a 3] e Ef Li, a a 


| | $ 
(3.14.41) | x eter, (x, e) e | : 


f. 2 | 2 2 
Se [Cx, ee) Sef - EZ [(x, e)[° Sef. 
EL + 2 | EL -— id 
e SL, L, at SB be L, at 
Merk op dat de convergentie onvoorwaardelijk is, d.w.z. 
niet afhankelijk van de ordening van L. 
De implicatie 3->-4-is-nu evident, 3 > 5 volgt uit de 


continuiteit van het inprodukt (3.4.4), 5 > 4 is tri- 


viaal en U > 1 volgt uit (3.1.1). ij 


Gevolg 


Elk totaal stelsel S is ook maximaal. 


Dit volgt uit (3.13) en (3.19.3). + 


3.21. Stelling 


(Riesz-Fischer) Zij S = (e,) een aftelbaar orthonormaal 


stelsel waar=- 














$ 





nne ne a a annie Mc 


eieren een a ien ed det knn sne ae ee 


Saa 
voor de afsluiting van [Sl in H compleet is. Voor elke 
rij (A;) GC IR (of f) geldt 2 A; e; convergent ® Z Eg 
convergent. 


De afsluiting [S TJ van [Sl is een h.r. volgens (1.5.4) 


| n 

en-2:2: 2) , dus X A; e; convergeert ® Ne \; ee IN 
mn E 1e | 

Cauchy rij * | X \ e; | klein voor m en n groot genoeg 

& i=n a ep 
> > A; klein “(2 A; | )o e Nn Cavehy rij 
Len 1=1 | 
„ X asl convergent. ij 


We lossen nu de belofte van (3.11) in: 

stelling 

In een h.r. is elk maximaal orthonormaal stelsel ook 
totaaï. I.h.b. bezit elke h.r. een topologische ortho=- 
normale basis, in dit geval ook Hel een Hilbertbasis 


genoemd. 


Zij nl. S maximaal, x € Hen L een aftelbare deelrij 
van S die alle e, met (Xx, De, * 0 bevat. Uit (3.15,2) 


volgt dat eze Cs el convergent Is, uit (3.21) dat 
at 


x Xs e ) e convergent Is. 
e EL (xs a a 5 


Voor de limiet y Zer (Xx. e,) e, geldt Ces Ed 
e) 


(ys; e,) - (Xx, Ee = 0 voor elke a, d.w.z. y-x=0 volgens 


(3.13) en S is totaal volgens (3.19). # 


De ruimte 1® van (3.5) is te interpreteren als een gene- 
ralisatie van IR* (of €°), voorzien van de Euclidische 
HOP. In (2.8) 18 gebleken dat elke locaal compacte 


n.l.r. topologisch isomorf is met een IR' of «Ì. 


23. 


‚24, 
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Opgave 

1. Bewijs dat een eindig dimensionale prehilbertruimte 
congruent is met een ruimte IR! (of E), voorzien 
van de Euclidische norm van (1.4.1) en dat de iso- 
metrie inprodukten behoudt. 

2. Bewijs dät voor een isometrische isomorfie T van een 
prehilbertruimte H op een prehilbertruimte Hi altijd 


geldt (Tx, Ty) = (x,y). (ef. (3.6)). 


We zullen bewijzen dat ook de ruimte 1? standaardmodel 
is voor een grote klasse van h.r. (3.27). Uit de algebra 


is bekend de: 


Orthonormaliseringsmethode van Gram -— Schmidt. 


Hi FEEN te 


F4 
TE 7 


Zij H een prehilbertruimte en Xx) een topologisch vrije 
rij vectoren in H. Er bestaat precies één orthonormale 
rij Ce) in H met: 

a. Le‚»--…e,l en [xyo--sx,l- 
Bs (Xs e) 5 IR, voor alle n. 


Stelling 


Zij H een prehilbertruimte. Equivalent ze Mi 
1. H is separabel (2.13). 
2. H bezit een aftelbaar orthonormaal totaal stelsel 


(dus een Schauderbasis). 


Le De Cx) een aftelbare dichte deelverzameling van 
H. Schrap elke Xn die een lineaire combinatie is van zijn 
voorgangers. De nieuwe rij Cx) ls nog steeds-dieht-en 


1S topologisch vrij. Het procedé van Gram - Schmidt zet 


(x,) om in een orthonormale rij (e_) die volgens (3.24,a) 














U 
nog steeds een dichte deelruimte opspant, dus volgens 


pneus weeen 4 


(3.19.25 tOraAL TET en 


2 Ts Yolet UIt 2,13). 


Met behulp van (3.20) en (3.13) kan men bewijzen dat elk 
tweetal totale orthonormale stelsels in een prehilbert- 
ruimte gelijke machtigheid heeft (stelling van Löwig). 
In het bijzonder is dan elk orthonormaal stelsel in een 


separabele prehilbertruimte steeds aftelbaar. 


Stelläne 
2 


Elke separabele h.r. is isomorf met 1°. 


E13 Ce) een aftelbaar orthonormaal stelsel in H. De 


hf E 


afbeelding f : x > (Gre d), beeldt H volgens (3.15.,2) 


SIN 


lineair af in 1°. Dit (3,20) volet #5 Lo = {0}, dus f 
is een injektie. Voor a = (a) 5 Ie geldt 2 la, [St es, 
dus x = X a, e, FH volgens (3.21), f(x) = a en f is sur- 


jektief. Uit 3.19.4 blijkt tenslotte dat f een isometrie 
is, die volgens (3.23.2) dus ook de inprodukten behoudt. 


Opgave 


Zij A een niet lege verzameling en he (A) de verzameling 


van alle reële funkties op A die nul zijn buiten een af- 


telbare deelverzameling van A en met Z foo |< oo, 


XE 
Zij (f,8) = E fl) EG). 
xEA 


1. Bewijs dat (f‚,g) een inprodukt is op 1). 
2. Bewijs dat 1° (A) een hilbertruimte is. 
3. Bewijs dat de funkties gn met Ke Ce) = Ls ge (y)= 0 


voor X f y,‚ een totaal orthonormaal stelsel vormen. 
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U. Toon m.b.v. (3.26) aan dat 1 niet separabel is, 


Indien A niet aftelbaar is. 


EEn 3.29. Analoog aan (3.27) kan men bewijzen dat elke hilbert- 


ruimte isomorf is met een ruimte TR, waarbij de mach- 





tigheid van A gelijk is aan die dan (elk) totaal ortho- 
normaal stelsel van H. 

De volgende opgaven geven enige van dé meest bekende 
prehilbertruimten en hun orthonormale stelsels. Op het 
totaal zijn van deze stelsels wordt later ingegaan (5.10). 
CCA) duidt steeds de verzameling der continue funkties 


op À aan. 


3.30. Opgave 


Bewijs dat de volgende stelsels orthonormaal aijn: 


TT 
1. A= f-m,nl, (f‚g) = f f(x) g Ck) dx, 


5E RN 
e_ (x) = (2m) ? ae AS ds LA EL 
4 | 
2. A= f[-1,1l , (f‚g) =S f(x) gl) dx, 
en 145 Sn 2 11 a” 2 n En 
e Cx) = (n + 4)“ 2 han. ane a sE 
n an 


Bewijs dat e, een polynoom van de graad n is en dat Ce) 


ontstaat uit het stelsel (xÌ) door toepassing van het 


Gram-Schmidt procédé. B Skik BS e, heet de Legendre 


polynoom van de graad n. 


3. A = (=o0,o0), (f‚g) = Sf Fflx) glx) dx, 
en EK Ot 
ed (x) = Bl fis Am) 5 e* A(-i)n Gn 5 ke 9 ne sledes 
n det 
(Hermite functies) 


n x/ 


| | 1 | 
E De Hermite polynomen HO) = (2 nt /m)? e e_(x) ont- 


staan door toepassing van Gram-Schmidt op het stelsel 


oo 


(Ye L-OsVe het (weele) inprodukt{(fsg)sf € ii f(x) glx) dx. 




















TEMEER EEN NN EEEN NEE AN NEA U Se DEEV EEEN A EE VENO VEN En erat EEE EE 


$ 
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U, = [ O,e] , se n 5 f(x) glx) dx, e_ LR) = 
mi! x/2 den hek 
(n!) e En RS be MEU Bens (Laguerre func- 
dx | | | 


ties). De Laguerre polynomen L_(x) = nle"/?e (x) ont= 


staan door toepassing van Gram-Schmidt op het stelsel 


(x5°) Ed het (reële) inprodukt (f‚g)= f e X f(x) g(x) dx. 
| | | | | 0 
wi 4 | 
Be Aelesteile Geke GS Rs de 
—d 
_ 1 ee 2 | > | | el 
e, 5 Je Ts Se = /e Ï_ voor n 1, met T,(xf = 


cos (n cos eon Bewijs dat de Tehebychoff polynomen 


in inderdaad polynomen van de graad n zijn. 


Opgave 

1. Bewijs dat een stelsel vectoren Ce‚»-->e) in een 
prehilbertruimte lineair afhankelijk is dan en 
slechts dan als de Gram-determinant det 


(ej seni, ien) nul is. 


2. Zij H een complexe hilbertruimte. Bewijs dat er een 
conjugatie bestaat in H‚ d.w.z. een bijectie T van 
H op H met T (x+y) = Tx + Ty, T(lax) = aTx, Tx = 


x, [Tx = |xl,(Tx,Ty) = Gy) en T$ = T, voor alle 


Xsy SE Hen oa € £. 


Zij 1 C IR een interval en p een strikt positieve con- 
tinue gewichtsfunktie op I, zodanig dat el p(x) dx & oo 
voor alle n. Zij p, de ruimte der nein reêle funkties 

f op I met É Ries p(x) dx £ e9, voorzien van het inproduct 
(fg) 8 En (Bestaat dit steeds?) De functies 
En PES, zijn lineair onafhankelijk in de prehilbertruimte 


C, (ga na) en toepassing van het Gram-Schmidt procédé le- 


vert een orthonormaal stelsel (P_), 











ME WEE PA WI te TEE VEE EE NT Ne ee te penn ee ae 








IIe 


‚3h, 


‚36. 


punten in Ì. 


nn 


n . 
met P_ van de gedaante P (x) = X a xÌ. We geven, zon- 


1=0 
der bewijs, enige veel gebruikte eigenschappen van deze 


orthonormale polynomen: 


Stelling 
Zij oa een polynoom van de graad n, met (QsP22 0 voor 


alle m& n. tn heeft dan n verschillende reêle nul- 


E4 





Stelling 
Het stelsel (P_) voldoet aan de recurrente betrekking: 
af af anti | 
xP_ (x) 5 ee End CREE ot NE. P_(x) + 
n+1 af an+1 
n+1 | n n+1 
n=-1 
ed bed (x) 
n 
a 
n 
Stelling 
1 
de = En Ee is de (enige) veelterm on van de graad n 
n 


en met leidende coëfficiënt 1, die Kk minimaliseert. 


Belangrijk zijn tegenwoord te vooral de Tehebychoff po- 
lynomen van (3.30.5). De in het inprodukt voorkomende 
gewichtsfunktie (1-x2)TE is de limiet distributie der 
nulpunten van T Bij gelijke verdeling van een massa 
nm over de nulpunten van Jon geldt nl., in de limiet, dat 


de massa van het interval (x,y) gelijk is aan 
t 


/1-t? dt. 





Xx m6 





peen Han iten er haren man teen edere 
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5 U, Continue lineaire afbeeldingen 


In (1.11) heeft U bewezen dat de begrensde lineaire 
afbeeldingen van een n.l.r. E in een eeb f zelf 
een n.l.r. vormen t.a.v. de norm |[T|= sup [Tx|. We 


xXI=1 
geven deze ruimte voortaan aan met L (E,F). L (E,E) 


is zelfs een genormeerde algebra t.a.v. het produkt 
Tg tx TCT,x), daar [T‚T, xl [Tl IT,l Ief, 


dus TT < LT, 4 |T 


2 | ‚| 


‚1. Stelling 
Voor eindig dimensionale E is elke lineaire afbeel- 
ding van E in F begrensd. 
Volgens (2.,6.!) 15 de norm op E vrij te kiezen. Zij 


dus T zo'n lineaire afbeelding, Ce, 


>-…e) een basis 
n 
van E en |xl = er |x; | indien x = , Xs Cs Hieruit 
n | n 
volgt [|T] = | p x; Te;l S [xl XZ [Te,l, dus 


n 
[T| < E [Te, |. HE 


Stelling 

L(E,F) is een Banachruimte indien F een Banachruimte 
18, 

Ba mk, CT) een Cabcthy Pij In L(EsF). Voor elke x © E 
geldt IT Rl S RR [xl , dus ook (Tx) is een 
Eauah eis en Ïx convergeert naar een element T x EF. 
De afbeelding x > Tx is kennelijk lineair. Omdat elke 
Cauchy rij in een n.l.r. begrensd is (waarom?) geldt 
[Tl S M voor alle n en zeker M. Hieruit volgt |Tx|= 


[lim Tx| B [Tx (1.3) SM [xl en TEL (E,F). 


VA Ees 


Tenslotte geldt Gi = Sup |Tx-T_x| en 
| x|=1 
[Tx-Tx) © |Tx-T xl + RE xl Se voor n groot ge- 


noeg en geschikte m, dus ook T = lim T, in L(E,F). + 


Ó7 ave 

ESR, Fe Wen D= nis 

1. Bewijs dat L(E,F) als lineaire ruimte isomorf is met 
RP en met de ruimte M(mxn) der mxn matrices. 

2. Voorzie IR", R"', en RP van één der normen van (1.4.1). 
Laat zien dat dit isomorfisme reeds geen isometrie is voor 

ie en afbeelding T van E in F is element van L(E,F) pre- 
cies dan als T(xty) = Tx + Ty en [xl <1 > [Tx| < M 


voor zekere M en alle Xyy E E. 


Convergentie in de ruimte L (E,F) wordt wel gelijkmatige 


operatoren convergentie genoemd. Bij de verificatie van 


lim IT -T|| = O bewijst men vaak eerst lim T x = Tx voor 
n n 
ijk neo 


elke x, d.w.z. de sterke convergentie van Gd naar T. 
Opgave 

Zij C (IR) de ruimte dercontinue funkties f of (-co,co), met 
lim f(x) = 0 en [fl = sup fx). Zij T, de operator met 
Koe 


BEDE, = f(x+t) voor elke x E IR. 


1. Bewijs Te LECEIK J, CCR), WENS Ls Te +t = 


Der Dd SE B 
Je 9 | | 
2. Bewijs lim T, = T, sterk maar T, # T_;t.a.v. de ge- 
Le t Ss EE S 


lijkmatige operatoren convergentie. Bereken daartoe 


UT -T || voor s # t. 
E S 
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b‚6, Laat E en F n‚l:f. zijns T S L(E,F) en Es EF de com 
pleteringen van E en F. Er bestaat precies één uit- 


breiding Te BE van T, met bef = bef. 


Voor elke % E E bestaat er een Cauchy rij Cx) GE 


EN n-! 


met K > &, Uit TT < VT | | Xn | vOLBL Tx, > 


voor zekere 9 E F. Ga na dat 9 niet van de speciale 


PR 


Pa 


keuze van Cx) afhangt en stel T 2 = $. T is kennelijk 


een lineaire uitbreiding van T tot E. T is eg 


en [T = ITs omdat (TXL … blm Tx | s Läm [Tx | < 
n n 


S lim sup |T| |x_l = [TI \xl. Ga zelf weer de een- 
n | | 


n 
duidigheid na. 


L.7. De belangrijkste klassen van lineaire operatoren zijn 
wel de L (EE) met F is IR(of €). De ruimte L (E,F) 
heet in dit geval de topologische duale van Een wordt 
genoteerd als E' .De elementen van E heten donne 


lineaire funktionalen, continue lineaire funkties of 


continue lineaire vormen (of ook wel begrensde --, 
i.p.v. continue —-=-). Voor x' € E' schrijven we vaak 


SKRS LeDeVe KLJ. Volgens (H.2) ie E' steeds een 
b.r. De algebraïsche duale van E wordt genoteerd als 
E*. Dit is dus de ruimte der lineaire afbeeldingen van 


E in IR(of £). 


4.8. Voorbeelden 
1. In de ruimte B(X) van (1.4.3) is voor elke xe X de 
afbeelding f > f(x) een continue lineaire vorm, de 


z.g. Diracmaat Ee, BE Ö 








… wee le der en in dk ad ad eha 
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de Zij X in C1.B,W) sómbaet: Elke (Radon) maat u op 
C(X) is een continue lineaire vorm. Het meest be- 
kende voorbeeld en 15 XK = [O4 En u de gewone 


Lebesque maat f > f f(x) dx. 
0 


3. De projekties P; in (2.5) zijn continue lineaire 
vormen. Algemener: zij H een prehilbertruimte en 
e E H. De afbeelding x > (x,e) iseen continue line- 


alre vorm. 


hb. Voor eindig dimensionale E geldt 5 5 E* @n dim E' = 


dim E- 


Lineaire funktionalen worden vaak gefabriceerd m.b.v. 
de stelling van Hahn-Banach. Dit is een der meest be- 
langrijke stellingen van de functionaal analyse. Ze komt 


voor in vele gedaanten, waarvan we er enige zullen geven. 


Cker a 


ee vm TEN nd 


(Hahn-Banach) Zij F een lineaire deelruimte van een lin.r. 


am wt 


E, f een lineaire vorm op F en p een seminorm op E met 
[fl Sp (d.w.z. fo) S px) op F). Er bestaat een li- 


neaire uitbreiding f van f met |F| Sp. 


1. Zij eerst IRhet scalairen lichaam. We beschouwen de 
verzameling van alle paren (G,g) met G een Eneoe: 
deelruimte van E‚ F C G, en g een ineale voortzet- 
ting van f tot G met g(x) S p(x) op G. De relatie 
(G‚,g) S (G'‚g') als G C G! en s' |G = g definieert 
een ordening op deze verzameling. Ga na dat het lem- 


ma van Zorn toegepast mag worden. Er bestaat dus een 














ode ese OT ebed ee eenen Spree eh eed ene ereen se BNET A ROR RPR IE ENE ENE NEET RENE OE nt ne vaderen 


te Smink te Bene oeh ere Sate reen eemnes. evene Seesmaeee aten en ee et 
2 st 





=d 
Af 


maximaal element (M‚f), waarvoor geldt f(x) S D(x), 
dl p(-x) = p(x) voor x E M. Rest dus nog het 


bewijs van M = E. 


Zij a € E\M, dus a # 0, en M, de lineaire deelruimte 


opgespannen door M en a. Elke x € M, is ondubbelzin- 


1 
nig te schrijven als x = 7(x)tA(x)a, met À en mT lin. 


afb. van M‚ in M resp. IR(ga na). Voor elke 


ce E IR is dus x > (Fm)(x) + A(xde een eN vorm Ee 


ad 


op M‚» met F lm = ÌF. Voor x, y € M geldt” 

Fx) - Fly) S plx-y)l S plxta) + pl-a-y), dus 

p(xta) — F(x) > -F(y) - pl-a-y). Er bestaat dus een 

c € IR, onafhankelijk van x en y, met 

-pl-a-y) - Ï(y) Se SS p(xta) - Fx). Voor x E M, 

geldt ie (x) = (Fm)(x) + Ade S plmlx)tAlxdalsplx) 

(ga na) in tegenspraak met de maximaliteit van (M‚,F). 
nad EEP PV ÏÀjz p 


Opmerking: Dit resultaat geldt ook nog indien we“ 


(1.2.b) alleen eisen voor À 20. 


Zij nu € het scalairenlichaam. E en F zijn ook op te 
vatten als lineaire ruimten E, en ge over Ren f is 
te schrijven als f = f, + ifs met fj» Í) = E. 
Uit fix = ILES volgt fx) n RE (1x), dus 
ARE (ix) en |f, GO | S |fG)IS p(x) 
Op F Volgens (1) bestaat er dus een E, 5 B met 


= < 
F, F, = f, en SEN Pp. 


De funktie Ff: x > FE, (Xx) — if, (ix) is een complexe 


lineaire uitbreiding van f tot E (ga na). Met F(x) =rel? 


geldt tenslotte le rj = e Bes = r #2 0, dus 
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tool = [rte bal ze ira = fr te if0) 
, Febo) < ple 1b, = p(x). + 
a held Stelling 


_(Hahn-Banach) Een begrensde lineaire vorm f op een li- 
neaire deelruimte F van een n.l.r. E kan met behoud van 


norm uitgebreid worden tot E. 


Pas de vorige stelling toe met p : x > lr xl, waar- 


bij Bike de operatornorm van f op F is. +# 


ge 
U.11. Corollaria 


1. Voor elke a € E,‚ af 0, is er een f € E' met tal = 
lal en [fl — 1. 

2. E# {0} >E! # {0}. 

3. Zij d70 de afstand van een punt y € E tot een line- 
aire deelruimte F. Er bestaat een f € E' met f(F) = 0, 
fly) = 1 en [fl = 1/d. 

U, Een deelruimte G van E is dicht in E dan en 
alleen dan als f E E', f(G) = 0 > f = 0. 


5. Voor elke x E E geldt Lx| = Sup Alfa}: FEE! sf lei}, 


1: Kies voor F de deelruimte der Aa en pas (4.10) toe 
op Aa > Alal. 

2: Volgt hieruit. 

3: Zij M de deelruimte opgespannen door F en y. Elke 


x € M kan op Één manier geschreven worden als 


X Z + Ay, met zZz E F. Kies voor g de lineaire vorm 


Xx > X op M. Hiervoor geldt g (F) = 0, g(y) = 1 en 
lsly = sup Olz+Ayl *} = sup IA dzeyl Î}e1/a. Pas nu 


(4,10) toe op M en g. 








enn Feet we ran Bear dare a a 


EEN Ne EN KEEN PONET MW Ee 

















AEN Nene B kek dead 
. 8 


ne ne nn ee nn et ane he a ne a te nn 
d 


Beds 


Uik. 


3 — 


U: Volgt hieruit. 


6: Volet vie 1e zij 


Opgave 

1. x € B, f(x) = 0 voor alle f EE E' > x =z 0, 

2. Zij G een deelverzameling van E‚ bestaand uit onder- 
ling onafhankelijke si emnenten en f een afbeelding 
van G in IR(of £). f kan worden uitgebreid tot En 
begrensde lineaire vorm op E met norm < M, dan en 
alleen dan als p> hFE <M |Z Ann | doer aties 


eindige lineaire combinatie uit G. 


3. De uitbreiding f van f in (k.10) is eenduidig be- 


paald dan en alleen dan als F dicht in E is. 


Pei £ 





& u E Ë 5 d 
ee rj} « 2 „f, 2 wl 5 Nt vas ig Ed # Ù “ ä : 5 Edd rs De koiid pe 

5. p 4 je r ist zi wt & is Pi At mien ka z £ É 3 Ze A k 5 + ie bi „ ir de Et 

E Wh d en % 4 Hs 


is ‘nog een meetkundige beteke- 


Aan de elementen van E' 
nis toe te kennen: 

Def initie 

Een deelruimte F # E van een lineaire ruimte heet een 
hypervlak als F CG G > F = G of G = E voor elke line- 


aire deelruimte G. Een affien hypervlak is een verzame- 


ling van de vorm a + F,‚ met a€E en F een hypervlak. 


Lemma 

Zij F  E een lineaire deelruimte en a € E\F, Equiva- 

lent zijn: 

1. Elke x € E is(op precies één wijze) te schrijven in 
de gedaante Xx = f + Aa, met: f € FP. 

2. F is een hypervlak. 


Bewijs als opgave. ij 





ets 


‚16. 


„1. 


35 


De afbeelding x > À van (u.14) is een element van B* 
((H.7) ‚ga na).Elk hypervlak F definieert dus een 
db E E*,‚ met F = ò To). Omgekeerd is voor elke 


0 # $ E E* de verzameling o (O0) een hypervlak. Voor 


een a € E met bla) = 1 geldt nl. x = (x-b(x)a)t+d(x)a 


Tenslotte kan men 
gemakkelijk nagaan dat alle GEE* die met het hypervlak 
F corresponderen proportioneel zijn. Evident is nu ook 


de volgende stelling (zie (1.9)). 


Stelling | EEn 

Zij E een genormeerde lineaire ruimte. 

1. Een hypervlak F in E is gesloten of E sE 

2. Elk gesloten hypervlak is de kern van een 6 € E'\{0} en 
omgekeerd; ò 1S uniek op een multiplicatieve factor 
na. 

3. Gesloten affiene hypervlakken F zijn van de vorm 


Esa Stek meth Set. 


Elke x € E definieert op canonieke wijze een lineaire 
vorm x'! op E' door middel van Kr Ts SE, 
Deze vorm is continu.wegens |x"(#)| = |fGO| $ fl Ixl, 
dus |x'| S< |xl. De afbeelding &: x * x'! van E in E" is 


lineair en zelfs: 


stelling 


ò is een isometrie, d.w.z. E kan worden opgevat als 
deelruimte van E'". 
Voor elke x € Eis er volgens (4h.11.1) een f € E' met 


AF fo sik en Ile Ús diwsm. ook ix |2lxl. # 
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Definitie 


Een n‚l.r. E heet veflexief Andien GE = E". 

Uit de laatste opmerking van th volgt dat elke ref lex- 
lieve E volledig is. Uit de algebra is bekend dat R 
reflexief is, dus ook elke eindig dmenstenats E. We 
zullen meer algemeen bewijzen dat elke Hilbertruimte 


reflexief is (4l.22.3). 


Opgave 

E reflexief > E' reflexief. 

Een van de problemen van de funktionaal analysê is het 
vinden van representaties (d.w.z. formules) voor begrens- 
de lineaire vormen. In het geval van een Hilbertruimte 


is dat vrij eenvoudig: 


‚ Stelling 


Zij H een h.r. 
Er bestaat een isometrie 4 van H' op H met f(x) =(XyUf) 


voor alle xXx € Hen f € H'.{ nd ef Eert) 


PEEN a zn 


te ZE De (Ce) een Hilbertbasis en Xx = Z(xse de © H. 


Formeel geldt f(x) =Y (xe )fle) en (x,Uf) =(xe )(e, wf) 





(Sel eBla War Hed = Ce »wf) volgt dan wf = df(e je ;, 


wegens (3.19.3) en (3.17.2). 





ds Zij TCB eindig en bs & fle )e,- Hiervoor geldt hk = 





en ú 
- de n FTR < 
5 hdd E : Pee Ee di fle de) S |fl|[b|, dus ook 


el & es Bewijs nu zelf als in (3.15.1) dat er hoogstens 


aftelbaar veel e, CG B Zit Het fe) F 0, en dat dus ook 


AN te 
e SS 


epen een ee et en Se aes en hete: on eer RE en nn ended the en nen an a a de in 
wief Ei : Ze da EN Pe si Ep id ® di pn d k 7 B id & - Ee 3 - & 
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U.22. 


5. 


3] 


3, Volgens (3.21) is dus inderdaad bf = Zfle, e, een element 
van H. Uit (3.19.5) en (3.19.4) volgt dan f(x) =(x,Wf) en 
wl < |f|. Omgekeerd geldt ook fGO Tel wf) ISTxl lwfl, 
diw.z. |wfl >|lf|. Bewijs zelf dat w surjectief is. # 

Opgave | 

Es ES dat de functie K, antilineair iS, d. W.z. 
adatset en voldoet aan WAF) ie Av f. 


2. Bewijs dat er ten hoogste een afbeelding b van H'! 


in H bestaat, met f(x) = (x,bf) voor alle x € H en 
fEenH!. | | 
3. Elke hilbertruimte is reflexief. Ee 


ht, Laat zien dat de stelling van Riesz-Frêchet niet 


geldig is voor de prehilbertruimte van (3.4.3). 


Continue functies 


De in EE problemen voorkomende ruimten zijn 
vaak functie ruimten. We geven in deze paragraaf een 
aantal hulpmiddelen die nuttig zijn bij de verificatie 
van de functionaal analytische eigenschappen van deze 
ruimten. In de volgende stellingen is V steeds een 


compacte topologische ruimte en C(V) de verzameling 


der continue functies van V in IR, voorzien van de 


uniforme norm. 


Stelling 
(Dini=Cartan) Zij Cf) een naar links filterende fa- 


EA 


milie van naar boven semi-continue en reële functies op 
V met inf f, = 0. Voor elke e 70 bestaat er dan een 


| < 
on met la Ee. 
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Een funktie f heet semìi-continu naar boven indien 


lim sup f(y) $ f(x) voor elke x. Een familie functies 
vx 


CE heet naar links filterend indien er voor elke 
aEÂ 
a,8 E A een y E A bestaat met hr S fo» fg 


Completeer nu zelf het bewijs. ij 


Stelling (5.1) legt een verband tussen de ordeningseigen- 
schappen en de topologische eigenschappen van C(V). 
Verdergaande resultaten in deze richting worden verkre- 


gen uit: | | Gs 


Lemma 
Voor elk compact interval I C IR en elke € 70 bestaat 


er een polynom p zonder gonstante term met 


lpt) -— |tl| Se in I. 


We mogen I = [-1,1[ veronderstellen. Zij Po * 0 en 

: 2 2 
(recurrentie) Pr4+1 (+) = pCt) +5 (t -— (pCt) ) , dus 
Pag ters iel & Cp CEN El) (1-4 |t] -— Ep, (t)). 
Met behulp van de volledige inductie bewijzen we: 


1: p_ is een polynoom In t“ zonder constante term 
n 


ds Nn ltl (want 2D < i3lt|l S 1-}lt|). 


. pe 8 
es Pn+1 Py | 
De functie t > f(t) = lim pCt) bestaat dus en LEES = 
neo 
t°, dus f(t) == Jel Vie €5,41) volet tenslotte 


EL > Lim pCt) (uniform). + 


neo 
De Banach algebra C(V) is een tralie t.a.v. de operaties 
(f‚g) > sup (f‚g) en (f‚g) > inf (f‚,g), waarbij sup (f,g) 


de kleinste majorant van f en g in C(V) is. Bovendien 








rr Ae ER ak ea en te eige gt 


f E CV) en e TO. Voor elke x,y E V bestaat er een 
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geldt (sup(f‚g)ìì(x) = max (f(x), g(x)). 


Elke gesloten deelalgebra van C(V)j is een deeltralie, 
van C(V). 


1. Bewijs dat deze uitspraak equivalent is met: 
D deelalgebra van C(VÌ, f‚, g E D sup (f,g) E D 
en Ant Chiel Sn. | | 

2. Voldoende is het bewijs van f ED > |f| ED. Immers 
sup (f,g) = J(f+tg) + 3lf-gl en inf (f,8) = 3(f+g) — 


- } f-g (verifieer). 


3. Zij f E D, f # 0 en €70. Kies een polynoom p zonder 


constante term met |p(t)-|t| | Sr ep [-1,1]. Hiervoor 
geldt Hfl p ri ED en |I fl eri slstalisess vi 
f If 


dawese 1E SD. al 


Definitie 
Een lineaire deelruimte D van C(V) scheidt de punten van 
V indien er voor elke x,y EV met x # y een f E D e 


staat met f(x) # f(y). 


Opgave 

Laat D de punten van V scheiden terwijl er bovendien voor 
elke x EV een f € D bestaat met f(x) # 0. Voor elke 

Xs Y € V,‚, met x # y, en a, bE Rbestaat er dan een 

gE D met g(x) = a en g(y) = b, indien D een algebra is. 
Stelling 

(Stone) Een lineaire deelruimte D van C(V), met V compact, 
die met f gele 1e bevat en aan de relatiecvan (5.5) voldoet, 


Lat daent am GLV), 


Uit (5.3.2)volgt dat D een deeltralie van C(V) dee Zi 
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Ex,y E D met Ey (Xx) = f(x) en Ex ,y 92 f(y), dus ook 


Ex ,yl22° f(z) — e in een omgeving Wes van y. Eindig veel 


van deze omgevingen W sies W overdekken V, ter- 
a rl dn | 
Wij l de funktie 8, * sup Ee Ex yv) voldoet aan 
E hed = | b ] 
Bn D, aan B f e en aan gs) SANI at 


g‚{z) <f(z) + e in een omgeving 0, van x en de compact- 


heid van V volgt weer het bestaan van een eindige over- 


dekking on > Ù, van V, met g = inf (zg, sees B, ) © D 
1 m ik m 


en f > € <g<f + e op V, Kin 


stelling 


(Stone-Weierstrasz , reêle geval). Voor elke deelalgebra 
D van C(V), met V compact, die de punten van V scheidt 
en voor elke x € V een f bevat met f(x) f O0, geldt 


Dm OCV 


Uit (5.3) volgt dat D een deeltralie is van C(V), dus vol- 


doet aan de voorwaarden van de stelling van Stone. # 


De algebra over { der continue funkties van V in É, voor- 


Zien van de supnorm, wordt aangegeven met C(V,4). 


stelling 

(Stone- Weierstrasz, complexe geval). Voor een deelalgebra 
D van C(V,{), die 

ii werdeet aan de voorwaarden van (5.7) en 

ii)involutief is, d.w.z. met F ook F : xt F(x) bevat, 


Sel De EN. 











Een 
Ag D de verzameling der F € D met F(V) C IR. D, Ls 
een deelalgebra van C(V), met Re Fz l(EF+E)E€E Dis en 
Im F = } (FF) ED voor alle F € D, D voldoet dus aan 


de eisen van (5.7) en voor elke G = 8, + Ì 8) E C{V,L) 


| E | E et ven cit 
bestaan er d,»d, D., met || G-DI| IG d, i dll 


Sg, -d,ll + Lg,-d,l S le + le =e. H# 


‚ Stelling 


(Wetierstrasz) Elke continue reële funktie f op [a,bl is 

uniform te benaderen door polynomen. In het bijzonder geldt 

(Bernstein) 

f(x) = lim 5 f (a+ Spel, Ce an ì Ee) PEN 
de n k bra b-a : 

De stelling van Weierstrasz volgt uit (5.7). De stelling 

van Bernstein geeft zo'n rij polynomen expliciet aan. 


Zie Natanson, Constructive function theory, voor gen be= 


wijs. # 


De convergentie van de Bernsteinp®lynomen naar f kan uit- 

erst langzaam zijn. Het is dus van belang over een methode 
te beschikken, die voor elke n een n-e graads polynoom Ee 

levert, waarvoor lf-P_Ilminimaal is. Dit is een van de 


klassieke problemen van de approximatie theorie. 


We zijn nu in staat aan te tonen dat de orthonormale 
stelsels van opgave (3.30) ook totaal zijn. Voldoende 
daartoe is dat de lineaire deelruimte opgespannen door 


alle e, dicht ligt (3.19). We gaan dit na voor (3.30.1). 
N _ | 
De trigonometrische polynomen X ce en vormen eer 


‚Nn 





Rek 


lij he 


Eels D van op de eenheidssfeer x° + v° = 1 continue 
complexe functies, die voldoet aan de eisen van (5.8). 

D liet dus dicht t‚a.v. de- supnorm in de ruimte der con- 
tinue complexe functies op de sfeer. Deze laatste ruim- 
te is echter te identificeren met de ruimte der continue 
periodieke functies op [-n‚nl. De trigonometrische poly- 
nomen liggen dus zeker dicht t.a.v. de norm van (3.30.1) 
in de ruimte der continue periodieke functies op [ -m‚nl. 
Zij mu f © Cil-rsrls £) willekeurig, f_ (x) = f(x) voor 
5 EE [rt + zel, fm) = f(*w) en En lineair op [-a, rl. 
Men heeft [f-f_ | < ® SUP Woolf, deweze Dliet Gok 
dicht in de ruimte van alle continue functies. 4# 

De bena a van deze prehilbertruimte wordt aangege- 


ven met Le [-n‚n[. De bestudering hiervan vormt een on- 


derdeel van de integraalrekening. Voor niet OOR 


T T 
en g zullen we { fg dt dus interpreteren als lim f An dts 
1 gn 


waarbij Ed en (eg bij ‘f resp. g behorende fundamentaal 


rijen van continue functies zijn. Voor elke f € Lal ar 


oo inx q Ti _ 
seldt f >= 2 & € ‚, met c_ = f_ ff) e 


ee n 2 gr 


waarbij de limiet in de zin van de Lo-norm genomen dient 


1nx 
AX, 


te worden. Voor f periodiek en continusis de convergentie 
echter uniform. 
Opgave 


SL Mt % cas nm Xx 


dE 
1. Het stelsel ( lock dmt n lea je ed vormt 


een totaal orthonormaal stelsel in de ruimte der con- 
tinue reële functies op [-T‚T], met het inproduct van 


(5.10). De completering wordt nu aangegeven met 





-l 3 
eN 
LÍ [-m,ml. Ì 
- 2. Bewijs de reeksontwikkeling 


oo 2 
3 kt = & esb ks „ Sin n x 
| 1 2 


TT oo jj 
en (Parseval) : enke à 
| 1 


2 
n 5 
3. Bewijs ( m.b.v. (5.9j) dat de stelsels van (3.30.2)- 


80e bh, totaal ain. 


Bij het convergentie onderzoek van een familie continue 
functies kan vaak met vrucht gebruik worden gemaakt van 
de wetenschap dat deze familie ingebed is in een compacte 
verzameling van continue functies en dus een En 
punt bezit. De stelling van Ascoli geeft een criterium 


voor deze compactheid. 


bei? Definitie 
Z1j X een metrische, Y een n.l.r. en A een verzameling 
begrensde functies van X in Y. A heet equicontinu in 
Xo E X als er voor elke e 70 een 870 bestaat met 
ds Te Ee voor alle f € A en alle x met d(x,‚x Ss. 
A heet equicontinu als A equicontinu in elk punt is. 
A heet uniform equicontinu indien bovendien ê onafhanke- 


lijk van In gekozen kan worden. 


(Uniforme) equicontinuïteit impliceert de (uniforme)con- 
tinuiteit van elke f € A. Omgekeerd is een eindige ver- 
zameling van begrensde (uniform) continue functies ook 


Cuniform) equicontinu. 


>.13. Opgave 


1. Zij X compact en A equicontinu. Bewijs dat A ook Una | 


form equicontinu is. 





—lj lj — 
2. A is equicontinu indien X en Y Banachruimten 


Zijn, elke f € A differentieerbaar en 
fx JI SM voor alle f € A en x E X 

B AL X genormeerd en A equi-Höldercontinu in Xo 
d.w.z. er bestaan M => 0 en a € (0,1) zodat 
fx) - fo) SM Ea Alg geldt voor alle $ E A en 
x EE X. Bewijs dat A equicontinu is in X 

bs ZA CF) een rij begrensde functies van X in Y, met 
fold » fla) voor elke x & Xe Als (f‚) equicuntinu is 
in Xo EE Xs dan 28 f continu Än Xo 

5. Zij X compact, (Fy een eguicontinue rij die punts- 
gewijs enen naar en functie f. Bewijs dat de 
convergentie uniform is. 

6. Zij Y een Banachruimte, (Sns een equicontinue pij be- 
grensde continue functies met (f(x) convergent op een 
dichte deelverzameling van X. Dan ook En SJ oh 6) 


overal en f is continu, voor zekere functie f. 


5.1k. Definitie 
Een deel A van een metrische ruimte Y heet precompact 
indien er voor elke e > 0 een eindige overdekking van Â 
bestaat door verzamelingen met diameter < e. A heet 


voorwaardelijk compact indien A compact is. 


BS, Stelling 


1. Een voorwaardelijk compacte A is ook precompact. 

2. Y is compact dan en alleen dan als Y volledig en 
precompact is. 

3. Een precompact deel A van een complete metrische 


ruimte Y is voorwaardelijk compact. 








De 
1: A is compact dus zeker ook precompact,dus ook A. 
À 2: Zie voor de uitspraak Y compact > Y volledig ABAN II. 


Zij nu dus Y volledig en precompact en CU) een open 


“ 


overdekking van Y die geen eindige deeloverdekking 
toelaat. Er bestaat een eindige overdekking van Y door 
dus bollen met straal 1. tee één van die bollen, 
zeg B» wordt niet door een eindig aantal U, overdekt. 
21 B 4 een bol met straal pe die niet door een 
eindig aantal U, overdekt wordt. Bd wordt overdekt 
door eindig veel bollen met straal gh, waarvan er 
één, zeg B» niet overdekt wordt door een eindig aan- 
tal U, en waarvoor geldt B ee be ZJ x, het 
middelpunt van B. Voor m2 n geldt 


eN fiel, 
+. 


< En < 
dx sx) dx Xx ) +. + dx Xn? fj +2 


n+ji _Ì 


ie pmt1,jm < „2n 


se (x) is een Cauchy rij met 
limiet x. Het punt x is bevat in zekere U» terwijl 
ook B C ban voor n groot genoeg, in tebene sneek met 
de constructie van de rij (B). 


3: A is volledig volgens (2.2.2). Bewijs zelf dat A ook 


precompact is en pas (5.15.2) toe. + 


We kunnen nu de begrippen compactheid enequi continuïteit 


in verband brengen: 


Sal Stelling 


(Ascoli) Zij X compact metrisch, Y een Banachruimte en 
A een verzameling continue functies van X in Y, voorzien 
van de sup norm. A is voorwaardelijk compact dan en al- 


leen dan als voldaan wordt aan de voorwaarden 








akte 

(1) A is equiecontinu (dus uniform equicontinu). 

(ii) Alx) = (f(x) : E A} is voorwaardelijk compact in 
Y voor alle x uit een dichte deelverzameling D van X | > 


(dus ook voor alle Xx). 


Dat A zelfs uniform sequireontinu is, volgt uit (5,413.1). 
Noodzakelijk: Volgens (5.15.1) is A precompact, dus ook 
elke A(x) en A(x) is voorwaardelijk compact volgens 
(5.15.3). Merk op dat A ook uniform begrensd is. Kies 
€70 en Írorerfn E A, zodat voor elke f € A geldt 

[ff | S € voor zekere í. Zij x € X en 0 een omgeving 
van X zodat f; 0) _ f, GOIS E Voor Lels.st en y © Ô., 
Voor elke f E A en y € O geldt dan ook |f(x) - f(y)|S 3e 
en A is equiecontinu in Xx. 

Voldoende: De continue functies van X in Y, voorzien van 
de supnorm vormen een Banachruimte. Wegens (5.15.3) is 
het dus voldoende te Beutizen dat A precompact is. Kies 


daarom e 7 0, een eindige open overdekking V Le van 


jes 


X en punten xj in Vo zodat voor elke y € Vv. en f € A 

geldt |f(y) - f(xi)| S e/8. Voor elke i bestaat er dan 

ook een Xx, E DIN. ; zodat fly) = fI)IS Ee/h voor f E A 
n 


en y € V‚. De verzameling B= U Ax) ls voorwaardelijk 
Ls 
compact, dus ook precompact. B wordt dus overdekt door 


eindig veel bollen B ‚B, met straal e/k en middelpun- 


de 


ten a an: Z1j l een afbeelding i > 1(i) van 


1 
[i‚n] OA IN in [4,m] A IN. Er bestaan slechtseindig veel 


van zulke afbeeldingen en voor elke f € A bestaat er een 


l met f E A, = {g E A: 1 S is n dee 


5 L 
1 e/u}. 


Hi)! 








D à 


1. 


„18, 


li — 


Tenslotte is de diameter van elke A, ten hoogste €. 


jn 


Voor fs gE A. en y E X geldt nl. 


Ì 
| fy) n s(y) | SS Ify) - fx) + fx) ni gCx,) | + 


$ | x;) - g(y)| (voor y € vS E/U + 2e E/U + E/U Se. + 


Opgave 

1. Voor X niet. conpaet hoeft de stelling niet te gelden. 
Bewijs daartoe dat de rij Ls) = Sin /X + une? 
equicontinu is en puntsgewijs convergeert naar O0 op 
[O,ce), maar niet voorwaardelijk compact is. 
Aanwijzing: Voor elke n is er een x met f_o st 

2. Zij k een continue functie op [0,1] x [0,1]. Beschouw 
de | operator K op C [O,1l, gedefinieerd door 
(Kf) (x) = d k(xsy) f(y) dy. Bewijs dat K een continue 


lineaire afbeelding is van C [0,1] in C [0,1]. Bewijs 


dat voor elke begrensde rij Kn de rij CKÍ_) uniform 


begrensd en equicontinu is. / 
Toepassing 
We passen deze resultaten toe op probleem B van 8 O0. Voor 
functies f € C([0,1]) wordt de integraal I : f B f(x) dx 
wel benaderd door de repeterende trapeziumregel 8 
1: f p 2 (4F(CO) + Ef(1) En FE). Bewijs zelf (b.v. met 


behulp van Riemann sommen) dat 1 f > If voor elke f. 

Ba mu An de verzameling der continu differentieerbare f 
met [f'| < 1. We zullen bewijzen dat L, * E uniform óp A 
Daar on Le Li 28 het voldoende dit te bewijzen voor de 
verzameling A= {f € AG: (O0) = 0}. Toepassing van (5.16 ) 


leert dat A voorwaardelijk compact ls. Uit (5.13.5), met 





8 


En volgt tenslotte dat de convergentie uniform is. 


< 


en redeneringen worden vaak gebruikt om te 
heen: dat de fout van een benaderde integratie en 

le uniform in f naar O0 gaat, indien zekere afgeleide van 

f uniform begrensd is. In de praktijk wenst Hen echter iets 
te weten van de snelheid van deze convergentie. 

Hierbij is klassiek rekenwerk niet te vermijden (zie b.v. 


ABAN II). 


4 A Jt 
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| ee 5 6. Approximatie-theorie in prehilbertruimten. 


Het algemene probleem van de approximatie theorie kan als 
volgt gekarakteriseerd worden: 


6.1. Definitie. 





| ‚dj Esen Aukes e een deel van E en x € E. Een element 
x E G heet een beste benadering (b.b.) van x in G, indien 
| x e B(x) = {y € G: [x-yl = inf { |x-zl: z € G}3}. Be 
| | Merk op dat Ax) = Xx (beter: = {x}) voor x EE G en Bx) = A 


voor x E G=-G, 


6.2. De oplossing van een dergelijk approximatie probleem vereist 


i.h.a. een of meerdere van de volgende stappen: 


hot Vente atheist DEET LOE PT TG Te nnn” aad Mane” ada r de a 5 


a. Onderzoek van de functionaal-analytische eigenschappen van 
| E en En 

ep Herkenningscriteria voor de elementen van Á,(x). 

Cc, LO) b (existentie van een b.b.) 4 

de ÎCx) bezit hoogstens één element x (eenduidigheid van de 


bebe} 


d e, Berekening van x, direct of d.m.v. een iteratief procédé. 


In algemene n.l.r. is stap b i.h.a. de meest essentiële. 
We beginnen echter met de, veel eenvoudiger, approximatie the- 
orie in prehilbertruimten. De meeste resultaten van de approx- 


imatietheorie hebben betrekking op het geval dat G een (liefst 


Ee Sn nn ee Se nne ne a 


eindig dimensionale) deelruimte van E is. We zullen echter 


ook enige aandacht besteden aan het geval van convexe G: 


bed. Defanitie: 


Een deel G van een lineaire ruimte E heet convex indien 


Pi 
Se Ad 








| 
| 
Í 





dh ke dd a nt at 


GENE ET RE ORDE A POT CANON ES CISPR GER DN ee et TRR TES 
é 
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X‚y E G, A E[O,1l > Ax + (1-A) y EG. 
Een deel G van E is een convexe kegel indien 


Xsy EE G> Xx + yEGenah>0, xEG»> axe GC. 


Opgave. 

1. Ga na dat een convexe kegel inderdaad een convexe verzame- 
ling is. | 

2, Zij G een convexe kegel met G N (-G) = {0}. Ga na dat de | 
definitie f > g indien f£ - ge G een ordening op E geeft, 
met h + f > h + g indien f >gen Af > Ag indien f > g en 
\ > 0. | 

8 Ver elke ordening op E met deze twee eigenschappen bestaat 
er precies één convexe kegel G, met G M-G) = {0} en 


f>g® (f-g) EG. 


Voorbeeld. 


Zij G de eenheidsbol in RF en x een punt buiten de bals DE 
beste benadering van x in G is het punt y = TT: Dit punt wordt 
gekarakteriseerd door het raakvlak in y aan de bol, maar even=- 
ZO des de normaal vector n van dit vlak. Deze normaalvector 
induceert een lineaire vorm ò : Z» (n‚2), met Il dl= 1 en 

Re b (x-2) = (n‚x-z) = [x| - (n,z) > [xl - 1 = |x-yl voor alle 
zE e. 

Omgekeerd bestaat een groot deel van de bekende criteria voor 
de elementen van Â},(x) uit existentie uitspraken over een der- 


gelijk functionaal ó. 


stellang., 


Zij G een convex deel van een prehilbertruimte H‚, x € H\G en 


Ee 


DEE EER Ie er ad en . RK. z î 


| ‚91. FUNKT AN I 
Yy E G. Voor y € De 0) is noodzakelijk en voldoende dat 


Re (x-y,;z-y) S 0 voor alle z E G. 


Voldoende: Voor alle z € G geldt [x-z|° = | Gx-y)-(z-y) | = 
|x-y| à |z-y| ° - 2 Re(lx-y,z-y) > |x-yl°. | 
Noodzakelijk: Voor alle A € (0,1) en z € G geldt 

Az + (1A) vy e G, dus 

7 


Ix-yl° S [x-Az - (aryl? = [keye yez)l? = [xeyl? + AL yezl 2 


+ 2 Relx-y‚y-z), A |y-zl° > ZRe(x-y,z2-y) en Relx-y‚z-y) < 0. 3F 


Uit de relatie (p,q) = |pllal cos (p‚q) (voor een reële prehil- 
bertruimte) volst uit dit criterium dat de hoek tussen x-y en 


z-y steeds groter dan STe moet zijn. (Maak een plaatje). 


Opgave. 


1. Zij in (6.6.) G nu een lineaire deelruimte. Bewijs de rela- 
tie y ED) (x-y,G) = 0. 


2. Bewijs dat ook geldt y € ® (x) © (x-y,G) = 0. 8 


+G 
3. Zij G nu een convexe kegel met 0 € G, x & G en y ER Cx). 


Bewijs dat (x-y,‚y) = 0, indien H een reële prehilbertruim- 


te 1s. 

(z,X=y) 
X=y |" 

gegeven eis inderdaad equivalent is met de in (6.5.) aange- 


UL, Zij ® de afbeelding z > Laat zien dat de in (6 6.) 


geven eigenschappen |Iéll = 1 en Re b(x-z) > |x-yl voor z E G. 


Beste benadering in een prehilbertruimte blijkt een '"transi- 


tieve! operatie te zijn: 


Stelling 


Zij G een lineaire deelruimte van H‚, C een convex deel van G;, 


k 


Dd lea ker ak al 


ree de ee enen en meen en el 


Dt nde rn =R n bn: ae A ak E SER ETT ih + 


‚10. 
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xEHG , ye PX) en z € C. Hiervoor geldt 


z € Dy) ze SL). (Maak een plaatje). 


Wegens 6.7.1 geldt |x-z|° = |x-y+y-z|° = x-y] + [z-yl° voor. 


alle z € C. Minimaliteit van het rechterlid is equivalent met 


minimaliteit van het linkerlid. 3# 


Toepassing. 


Zij F een eindig dimensionale deelruimte van een prehilbert- 
ruimte H, met basis lejs...,e}. Laat Ôjseee sb ine onaf- 
hankelijke functionalen op F zijn, Ojee se. E R en x een 
punt van H. Gezocht wordt een punt y € F dat x zo goed moge- 
lijk benadert, onder de conditie Ò; Cy) = Cc; voor LS Lywesstiie 
Zij dus G = {zZz € F: i € [1 ,m] > ;(z) = e;}. G ontstaat door 
translatie van de lineaire deelruimte G' = {zZz EF: i € [1,m > 
Ò, (z) = 0}. Volgens (6.7.2) geldt dus y € H(x) precies dane 


x-y en G' orthogonaal zijn. Laat (Es soeesf een basis voor 
n 


_G' zijn en stel y = 2 a;e;. De relaties y € G en (x-y,G') = 0 


1 

zijn dan equivalent met het stelsel (ga na) 

n 

XZ a. db. le) = €: voor j = 1,...,m 

ee 1 d 1 J 3 | 

n | 

Cx,f) = Be a,les,fs) voor j = 1, ...‚n-m, 
dus met n vergelijkingen in de n onbekenden Agres: 0 


ot 
De eenvoud van deze oplossing is slechts schijn, daar een 


basis (É‚s...f } van G!' i.h.a. niet gegeven is. Het vinden 


n=-m 
van zo'n basis correspondent met het vinden van (n-m)n onbe- 
kenden. Met de volgende kunstgreep kunnen we ons echter be- 


perken tot m extra onbekenden PEEL Los op het stelsel 


Teer een Pr erBeeersten ween vann venae ee 


sle 
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n | | 
Ke a, Ô 3 (e;) = SE VOOr A S= Lssaesi en 
1=i 
TÌ I \ 
X a; (e.,e.) + 2 b.le.) A. = (x,e.) voor ) S Aseussfie 
| n 
Ook dit voldoet aan (x - X ase, ‚Z) = 0 voor alle z E G'. 
1 
Stel nl. n n 
2e Ba es dus ZE B. Ò; Ce.) = 0, dan (ga na) 
j=1 d JJ j=1 J 
(x - X ae, zRes) = ZB. (xe) - is Bn (e; ses) 
n m m n 
= & XZ B.bsle.) A. = EZ A. EZ B. ò- (e.) = 0. 
jet ded JSS OH gar Ser dS 


De getallen As worden wel de multiplicatoren van Lagrange 


genoemd, 


Opgave, | 

1. Ga na dat, voor een geschikte volgorde der vergelijkingen, 
de (n+m) x Cn+m) matrix van dit systeem symetrisch en in= 
verteerbaar is, vd 

2. Zij y de oplossing van bovenstaand approximatieprobleem. 
Wat is de gedaante van het lineaire functionaal ò van (6.5.)? 

3. Zij H nu de ruimte EN 1] ) voorzien van de in (1.16) inge- 
voerde LÄ-norm El - [lecor? ‚ Zij Wyde functie t > Es 
F de deelruimte der 2° noen =Ì, Ò, de afbeel- 
ding 2 zl), zE, en Ce, 5. Wat is nu G' ? eten 
dat de functies 1-t en 1-t een basis van G' vormen. Toon 
met de methoden van (6.9.) en (6.10.) aan dat 

5 7 PR. 


kee g+ zt he a: de oplossing is van dit EPPO LEPEDr 


_ 1 
bleem en dat A, = 15: 


De existentie van een beste benadering in een prehilbertruimte 


ls geen probleem: 


Bets 
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‚ Stelling. 


Zij G een convexe complete deelverzameling van H en x & G. 


Er bestaat precies één y E Rx). 


Zij ep = inf {fx-z|:z € G} > 0, zij, voor elke € > 0,B „ de 
gesloten bol met middelpunt x en straal p + € en zij Ee BM G. 
Elke on 1s aen gesloten en convexe verzameling (ga na). Voor 
elke p‚q € P geldt dus r = (pt+q)/2 € P_. De parallelogramwet 
geeft dan | 2x) | ° + |p-al° 5 2|x-p| + 2|x-al°. Uit de rela- 
ties p° < |x-r]° : [x-p|° ‚ Ix-al° < (pre) volgt dan Ip-al® < 
lelet?2p). De diameter der P gaat dus naar 0, terwijl de P_ een 
dalende rij niet lege gesloten verzamelingen in een complete 
metrische ruimte vormen. Volgens de neststelling bestaat de door- 


snede dus uit precies één punt. sf (ABAN II, 6.19) 


Voor elke x € H bestaat er dus precies één y € G, die |x-yl 
minimaliseert. In het geval dat G lineair is, geldt dan (x=-y,Z2)=0 
voor alle z € G (6.7.1). We gebruiken nu deze resultaten voor 


het geven van een aanvulling op 8 3. 


Definitie. 

Een projectie in een lineaire ruimte E is een lineaire afbeel- 
ding P van E in zich zelf, met P idempotent, d.w.z. pê » Ps 

E heet de directe som van twee deelruimten M en N, notatie 


E = M ®@N, indien elk element van E som is van elementen van 


M en N en bovendien M NN = {0}. 


Opgave, 
1. Zij P een projectie. Bewijs dat E = P(E) @ dr 


nn BEE RES CR HEE a ii EEE a Te erg er ie Tan Ar Sr dn Sinke ch 


peel en ven eben eer ten ee 
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2. Zij E = M®N. Bewijs dat er een projectie P bestaat, met 


M = P(E) en N = pÎ(o). Bewijs ook de eenduidigheid van P. 


3. Zij M een lineaire deelruimte van E. Bewijs dat er een pro- 
jJectie P bestaat met M = P(E) (Zorn). 
U, Als P een projectie is, dan ook I-P. 


>. Als E een n.l.r. is en P is continu, dan is P(E) gesloten. 


(Voor banachruimten kan men ook de omgekeerde eigenschap 
6.16. Stelling. bewijzen). 


Zij G een complete lineaire deelruimte van een prehilbertruimte 

H en P de sEpserding die aan elke x de beste benadering Px van 

x in G toevoegt. P is een continue projectie, en zelfs een con- 

tractie, met norm 1 voor G # {0}. 

1. Stel XX = E) A» A) scalairen. Bewijs zelf dat (A‚x,tA,x, 
TAyPxyrA,Px,,z) = 0 voor alle Z E G. De lineariteit van P 
volgt nu uit (6.7.1). | 

2. De idempotentie van P volgt uit de opmerking onder (6.1). 


3. Uit (x-Px,Px) = 0 en (3.8) volt |x]° = |Px] ° + |x-Px[*, 


d.w.z. HPI S 1. Voor x € G geldt echter |[Px| = |x|, dus IIPIl=1. ai 
Ook voor convexe G is P een contractie: Uit KX, = 


n _ _ EE vn _ ij 
AP) & (Px‚=Px,) + (Px‚-x,) volgt nl. Xx, Xx | =| PX, Px‚| “+ 


2 
|X, Px‚+Pxj-x, |“ + 2 Relx,-Px‚+Px‚-x, , Px,-Px 


1 2 4 ). De laatste 


2 
term is echter positief. +# 
6,17. Definitie. 
Zij H een prehilbertruimte. Een x € H en een lineaire deelruimte 
G. heten orthogonaal, indien (x,2)'= O0 voor alle z € G. De line- 
aire deelruimten G en G' heten orthogonaal, indien x en G ortho- 


gonaal zijn voor alle x € G'. De verzameling der x € H‚ ortho- 


gonaal met G, heet het orthogonale complement ct van 6. 


ater tranen tanden er ee ree eben dege EE Rn An LS Ee BE Tr 


zeer ved eee Me ae oe een ene Ee 7 Ten 


ee etn nr vee en eek ke 


ee deer eee ten Vern en ar eee ee bran et. 


De 
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Lemma 's 
Zij H een prehilbertruimte. 


ee en is een gesloten lineaire deelruimte. 


de CO ve Hs BE (û). 


3. Geet =ct > ot, 
net = (0) 


u 
LE 
n 


1 À 
CG @G , indien G compleet is. 


1- k : Bewijs als opgave. 

5 : Zij P de in (6.16) gedefinieerde projectie van H op G. 
Volgens (6,15.1) geldt H = G © pio). De relatie x € p”1(o) 
is equivalent met 0 € Bx), dus volgens (6.7.1) met x € en 


zE 


Uit dit bewijs volgt tevens dat P een orthogonale projectie van 


H op G is, d.w.z. x-Px € et, | | OO | 


Opgave, 
1. Zij G een complete lineaire deelruimte van de prehilbertruim=- 
te H‚, x E H en Ce) een totaal orthonormaal stelsel in G. 


Bewijs dat y = Z(x,e) e, een element van G definieert. 


2. Bewijs dat y de beste benadering van x in G is. 


Resumê. 

Uit (6.15) volgt dat elke lineaire deelruimte M van een Binet 
ruimte E een ontbinding van E als directe som E = M ® P”Ì(0) 
levert, met M = P(E), P een projectie. Stel nu E een n.l.r. (bv. 
een Banachruimte) en M gesloten. Er zijn gevallen bekend, waar- 
bij elke projectie P met M = P(E) niet continu is en (dus)E niet 
de directe som is van M en een andere gesloten deelruimte. Uit 
lemma 18 blijkt dat deze min of meer pathologische situatie bij 


Hilbertruimten niet voor kan komen. Merk op dat deze resultaten, 


samen met (4,16), een eenvoudig bewijs voor (4.21) leveren. 
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B 7. Approximatie theorie in genormeerde ruimten. (facultatief). 


Uitspraken die de lezer niet zelf kan bewijzen worden aangege- 
ven met *. Uitspraken die de lezer op een niet eenvoudige ma- 
nier zelf kan bewijzen, worden aangegeven met En Woeptddr ie 
E een n.l.r., G een deel van E‚, x € E\ G en y € G. We formu- 


leren nogmaals het centrale criterium: 


Pun Stelling. 


Voor convexe G geldt: 


ye Dx) „ie EE! |lòll =1, Re lx-z) > |x-yl voor z € G. 


een Gevolg. 


Voor een lineaire deelruimte G geldt: 


yeRu) edeE' lol = 1, HCG) = 0, blx-y) = [xey]. 
Noodzakelijk: Uit (7.1) volgt [x-yl < Re b(x-y) S bCx-y) [Sl x-yl , 


dus ook Im blx-y) = 0 en P(x-y) = |x-yl. Evident is Re (zZz) = 0 





voor z € G, daar anders Re bOxrz) < |xey| voor zekere z E G, 
Tenslotte geldt Im b(z) = - Re bliz) = 0 (cf. pag. 32). 


Voldoende: Evident # 


eeen me Eee re en imke en rme ber ee nebe me Ks nn ne ede edes en reds sen en en este Ee eee he nde oid afde _ = “ 


1.3. Meer bevredigend is echter een direct bewijs van de uitspraak 7.2. 
Noodzakelijk: Uit x £ G volgt |x-yl = d(x,G) > 0. Volgens (4.11.3) 
bestaat er dus een pw E E', met U(G) = 0, lx) = 1 en wil = ia 

Kies nu $ = |[x-yl W. Voldoende: Voor elke z € G geldt 





x-y) = |b(x-y)| = |b(x-z)| S (lll [x-zl = [x-zl. # 


Criterium (7.2) is dus een eenvoudig gevolg van Hahn-Banach. Het 
algemene criterium kan worden afgeleid(*) uit een generalisatie 


| 
van de stelling van Hahn-Banach: 
| 
| 
| 
| 
| 
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Ut, Stelling.* 
(Tukey) Laat F en G disjuncte convexe deelverzamelingen zijn van 
een n‚l.r. E en zij het inwendige van F niet leeg. Er bestaat, 
dan een & É E',‚, met & # 0, die F en G scheidt, d.w.z. 
sup Re ò(x) S inf Re b(y) 
xEr yEG 
>, Opgave. 1. Bewijs dat de existentie van een ò als in (7.1) vol- 
doende is voor y € REI 
2. In (7.1) geldt zelfs Re b(x-y) = |x-yl. 
Ook voor convexe kegels kan criterium (7.1) nog wat vereenvou- 
digd worden: 
6. Stelling. 
Zij G een convexe kegel met 0 € G. Dan 
ye Dx) „JèEE!', Re ò(x) = Ix-yl, Re blz) S 0 voor z Ee G 
| en |lell = 1. 
Noodzakelijk: Zij y € B), laat & voldoen aan (7.1) en veron- 
derstel Re d(z) > O0 voor een z E G. Voor A >0 groot genoeg geldt 
dan Re b(x-Az) < |x-yl, tegenspraak. Uit 0 € volgt 
Re ò(x) > [x-yl, maar ook 0 > Re bly) = Re d(x) - Ix-yl (7.5.2). 
Voldoende: Evident. # 
Criterium (7.1) is geldig voor het meest algemene approximatie 
probleem. Beter hanteerbare criteria worden verkregen indien ex- 
tra eisen worden opgelegd. Voortaan (tot (7.18)) nemen we aan 
dat E een reële n.l.r. is en G een n-dimensionale deelruimte. 
8. Voorbeeld. 


Zij E = C ([0O,1]) voorzien van de supnorm, en G de 1-dimensio- 








4 


ebs 
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nale deelruimte der constante functies. De beste benadering in 


G van een functie f is uiteraard de functie g= zn, met 
M = maxf(t), m = min f(t). Voor de toepassing van (7.2) merken 


t je 
we op dat voor elke t € [0,1] de afbeelding &: h > h(t) een ele- 


ment van E' is, met llell = 1. Kies nu Et,» t, met f(t) =M, 


f(t) =m, Stel verder b, = h > h(t,) en De = h S-h(t,). De af- 


beelding & = zb, + zb, voldoet aan criterium (7.2) daar 
PCH) = Eh CH) — ZhCt,) = 0 voor hEG en b(f-g) = EE: |e-gl. 


We mogen echter ook zeggen dat er Aj» A) > 0 en 2E Ô, E E' be- 
& = z 

staan met |lé‚ll , Ll 1, A, + A 1, A,d, Ch) + Ath) 0 

woor hE 6. Od, + Ant) (f-g) = |f-gl en waarbij bi,» d, boven- 


dien voldoen aan: 


Definitie. 
Een element t van een convexe verzameling C heet extremaal indien 


TE ® EC, AS (0,1) t = AP, dede >  = , = TE 


Voortaan geeft S., = {d EE! : lll S 1} de gesloten eenheidsbol 


E 
in E' aan. In het geval E =C([0,1]) is elke afbeelding : £ > f(t) 
een extremaal element van Sr C**). Omgekeerd is elk extremaal ele- 
ment van Sr van de gedaante f > f(t) of f > -f(t) (*). Beide uit- 


spraken gelden ook voor een ruimte E = C(Q), met Q compact. Het 


in (7.8) gesuggereerde criterium luidt nu als volgt: 


ed 
Selling,” 
Noodzakelijk en voldoende voor y € bx) is het bestaan van k ex- 
tremaal elementen Pjoere sd in Sr, en het bestaan van A goeree Ag met 


1: 1 SksSn+1 


AE - RT RET NEBEK TS BET Tee Pe 





LalZe 
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k 
3: S A;d;(z) = 0 voor z E G 
k 
U. 5 sd; (xy) = | x-y | 
Opgave, 


1. Bewijs dat de voorwaarde (7.11) in elk geval voldoende is. 
2. Laat zien dat (7.11.4) ook vervangen mag worden door Crelles rt 


b-(x-y) = fx-y| voor i = 1,...,k. 


7,13. Voor G een n-dimensionale deelruimte van C(Q), Q compact, komt 


7.14. 


het bewijs van g € HLH dus neer op het vinden van k punten 
Ejorvest, EQ (k S nti), k en Ee; = + 1 en k getallen 
AgseersÂg > 0, met X A; = 1, Azeshlt;) = 0 opG en e,(f-g)lt)= 
= |f-gl voor elke ìi (pas (7.12. ® en (7.10) toe), De extra ver- 


onderstelling E = C(Q) stelt ons echter in staat dit nog wat ver- 


der uit te werken. 


Zij A de verzameling van alle extremaalpunten van (f-g), d.w.z. 
der punten t € Q met + (f-g)(t) = |f-gl. Als er een functie h EG 
bestaat, met sign h(t) = sign(f-g)(t) voor alle t € A, dan is g 
geen beste benadering van f. In (7.13) zou dan immers gelden 


f- 
| 


0 = 2 Ase;hlt,) = 2 AE; sign(f-g)(t;)[n(t;)[=2A, F-E)E: 


[hCt;)| > 0. 

De vraag of g een beste benadering van f is, is nu gereduceerd 
tot een onderzoek van het tekengedrag der extremaalpunten van ER 
De volgende definitie stelt ons in staat criterium (7.13) wat ver- 


der op te poetsen, en zal ook later nog van belang blijken te zijn. 
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Definitie. 
Een n-dimensionale lineaire deelruimte G van C(Q), Q compact , 
voldoet aan de Haar conditie indien elke gEG, g #0, ten hoog- 


ste n=1 nulpunten bezit. Een basis van G heet dan wel een 


Tehebychoff systeem. 


Opgave. 
Zij Éfis...sf. ) een basis van GC. Bewijs dat de Haar conditie 
1 n | 


equivalent is met de eis En, * 0 voor alle, 


pmnoste Sj 


onderling 


verschillende, t 


stelling. Laat G CE = C(Q) aan de Haar conditie voldoen. 
te Em Klad (AAN en (7.13) geldt dan k = nti. 


2. De coëfficiënten A) volgen eenduidig uit t 


de 


eerest 44e 


Voor Q = [a,‚bl geldt g EDE) precies dan als er n+1 extre- 


maal punten tjst,<..<t 4 van f-g bestaan, waarin f-g de 


waarde [f-g| aanneemt met alternerende tekens. (*). 


k in (7.13) zijn dan ver- 


schillend. In het geval Et, t) (b.v.) geldt nl. Ee, = E‚ en 


k kan kleiner gekozen worden door A) te vervangen door Agt), 


en A4 door 0. Veronderstel nu k < n+1 en Vul t 
aan tot onderling verschillende tovert (Waarom kan dat?) 


Zi (Ejoeesrf) een basis van G. Uit (7.13) volgt dan het be- 
staan van een niet triviale oplossing Cu;) van het systeem 

n 

Bef nc Ss Os jj = 1,seson, dew.z. Ad) = 0, in 
tegenspraak met (7.16). 


Bewijs dit zelf m.b.v. (7.13). + 


12ste zonodig 
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In voorbeeld (7.8) geldt inderdaad n = 1, k = 2 en f-g is maxi- 
maal resp. minimaal in de punten t,‚ en t,-Als belangrijke toe- 
passing van de hier gegeven stellingen kan de approximatie van 
een functie door Tchebychoff polynomen genoemd worden. We gaan 


nu echter over tot het existentie probleem: 


Definitie. 
Een lineaire deelruimte G van een n.l.r. E heet proximinaal indien 
Da) £ Ò voor elke Xx E E. 


Een speciaal geval is: 


Stelling. 


Een hypervlak G is proximinaal precies dan als 0 € ÏLzZ), voor 


zekere zZz f 0. 


Noodzakelijk: Kies x € G, y € O0) en Z = X=y. 

Voldoende : Uit z #0 en 0 € ÓCz) volgt z & G, dus G ie eetet 
ten (4.16.1). Volgens (4.16.2) bestaat er een b € E' met G=ó 1 
Zij nu xXx £ G en stel y = Xx - in zZz. Hiervoor geldt b(y) = 0, 


dus y € G, en ien (w-y) E G voor alle w E G. Voor alle w E G 


Ean z| < EER 12 dz 


geldt dus-ook |x-yl LB wepl = |x-wl, 


dus y € bx). hij 


| 
Uit de eerder gegeven criteria kunnen algemene noodzakelijke en 


voldoende voorwaarden voor het proximinaal zijn van G worden af- 
geleid. We beperken ons echter tot één nuttige en één fraaie stel- 


ling: 


. Stelling. 


Elke eindig dimensionale deelruimte G is proximinaal (zelfs als 


E slechts voorzien is van een seminorm (**)). 


SV OE IE Et GAN oo MS El 
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Zij & = inf {(fxezl: zE 6}. Vit 0 € G volgt dat ook a = iRË 
{lx-z|: z € G, zj < 2|xl}. De afbeelding z > |x-zl is echter 
continu en neemt dus zijn minimum aan op de aangegeven compac= 


te verzameling. “ 


Stelling. 5 


In een Banachruimte E zijn de volgende uitspraken equivalent: 
1. Elke gesloten deelruimte is proximinaal. 
2. Elk gesloten hypervlak is proximinaal. 


3. E Is reflexief. 


Helaas is de belangrijke ruimte C([0O,11) niet reflexief, Er be- 
staan hierin zelfs zeer niet-proximinale gesloten deelruimten. 
Zij nl. G het hypervlak voortgebracht door de continue lineaire 
vorm &: f ef Fax 5 { f(x)dx. Er bestaat hiervoor kennelijk 
geen make met bier = lollg| = gl. Hieruit volgt dan dat 
DCE) = Û voor elke f £G. Uit hE Ï CE) zou nl. volgen W(G) = 0 
en W(f-h) = |[f-hl voor zekere p met IlWll = 1 (7.2). Pas nu 4.16.2. 


toe op bw en ò. 


Opgave, 


Zij Bs SLD, Í de ruimte der polynomen met graad <n, f EE 


en Ë_ E Ep CE). Bewijs dat > f uniform. Moet Ee de graad n 
n 


hebben? 


Het onderzoek naar de eenduidigheid van een b.b. is nog wat gecom- 


pliceerder dan dat van de existentie ervan, 
Definitie. 


Een deelruimte G van een n.l.r. E heet een semi=Tchebychoff deel- 


ruimte indien elke Â(x) ten hoogste één element bevat. Een 


‚26. 
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Tchebychoff deelruimte is een proximinale semi-Tchebychoff deel- 


ruimte. 


… Opgave, 


l. Ga na dat de ruimte G van (7.22) een semi-Tchebychoff deel- 
ruimte is. 


2, Ga na dat ,(x) steeds een convexe verzameling is. 


Uit eriterium (7,2) valt op eenvoudige wijze een eis voor de een- 


duidigheid af te leiden: 


Stelling. 


Equivalent zijn: 

1. G is een semi-Tchebychoff deelruimte. | 

2. PEE!', xEE, yEG, lôl = 1, HG) = 0, lx) = [x| = [x-y]> 
> y = 0. | 


1 > 2: Uit dx) = d(x-y) en (7.2) volgt 0 E Í, Cx) en y € Bx), 
dus y = 0. | | 

2 > 1: Stel x@& Gen y, z € Dx). Volgens (7.2) bestaat er een 

Ò EE! met lôll= 1, 6(G) = 0 en blx=zZ) = blx-y) = |x-yl = 


[x-z|. Pas nu het gegevene toe op x-y € E en z-y € G. H# 
nn 5 


Nuttiger is het echter E te onderzoeken op een topologische ei- 


genschap: 


. Definitie. 


Een n.l.r. E heet strikt convex (of strikt genormeerd), indien 
1. y #0, [xtyl = [xl + |yl > x = yy voor zekere y> 0. 
Equivalent hiermee is*: 


2. VEE!, [xl = [yl = 4, Wx) = Wy) = Ill x= y. 


Res SLEET ETEN 


Te 
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Stelling. 
In een n.l.r. E zijn de volgende uitspraken equivalent: 
1. Elke lineaire deelruimte is een semi-Tchebychoff deelruimte. 
2. Elke één-dimensionale deelruimte is een semi-Tchebychoff 
deelruimte. 
3. Elk gesloten hypervlak is een semi-Tchebychoff deelruimte. 


U. E is strikt convex. 


1 > 2, 1 > 3: evident. 

24: Stel E niet strikt convex, d.w.z. Ill = 1, x # y, 

Ix} = [yl = 1, Wx) = bly) = 1 voor W EE! en Xx, y EE. Zij 

G = [x-yl. Uit (7.26), toegepast op Xx en X=Yy volgt dan dat G niet 
semi-Tchebychoff is. 

3 > U: Idem, maar nu met G = ò do). 


Yb > 1: Eigenschap (7.26.2) volgt uit (7.27.2) door hierin En 


x/|x| en (x-y)/|x-yl te kiezen. # 


Opgave. | 

1. Geef, m.b.v. (7.21) en (7.28) twee noodzakelijke en voldoende 
ben voor de uitspraak "G is een Tchebychoff deelruimte 
van de Banachruimte E voor elke gesloten G', 

2. Bewijs (met (7.27.1)) datC([0,1look niet strikt convex is. 
Geef ook een ander bewijs, met behulp van (7.28.2) en de func- 
tie lain an Xl: 

3. Elke prehilbertruimte is strikt convex (bewijs dat de vergelij- 
king Xx =yYy = 0 een oplossing bezit). 

U, Zij H een Hilbertruimte en G een lineaire gesloten deelruimte. 


Bewijs (6.12) nu (voor deze situatie) m.b.v. (7.28) en (7.21). 


‚31. 
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Ook hier kunnen betere zaken gedaan worden indien aan G of E 
extra eisen opgelegd worden. We beperken ons tot het volgende 


nuttige resultaat: 


. Stelling. 


Een eindig dimensionale deelruimte G = [É‚,...,f} van C(Q), Q 
compact, is precies dan een Tchebychoff deelruimte als G aan 
de Haar conditie voldoet, d.w.z. als (Ejoeeesf) een Tchebychoff 


systeem is. 


Noodzakelijk: *. 

Voldoende: G is proximinaal volgens (7.20). Stel nu 84 °85 E BE), 
dus ook g = (g4t8)/2 € NED, volgens (7.25.2). Volgens (7.13) 

en (7.17.1) bestaan er n+1 extremaalpunten t; van f-8, met 
(É-g)(t;) = + |f-gl. Ga na dat dit ook extremaalpunten zijn van 
f-g, en f-g- De functie 84782 * (É-g) - (fg) E ëpeait dan 


n+1 nulpunten, d.w.z. 84 = 8): df 


Voor elke n vormt het stelsel Cl ese een Tehebychoff sys- 
teem in C(la,b]), daar elk n-e graadspolynoom hoogstens n nulpun- 
ten bezit. Voor polynomen in meer variabelen geldt deze fraaie 


eigenschap niet. Z 


‚ Als toepassing behandelen we de beste approximatie m.b.v. trigo- 


nometrische polynomen. Zij H_ de ruimte opgespannen door de func- 


ties sie en à oe ‚, 1Sis$Sn, xeE€f[-m, Tl. Deze 
/2m /n /m 


functies zijn volgens (5.11) orthonormaal in de Hilbertruimte 
L [-r‚r]. In het bijzonder bezit elke f € C([ -m‚r]) dus een beste 
benadering in H_» gegeven door de formule in (6.19 . Deze benade- 


Tr 
ring is echter slechts optimaal t.a.v. de norm f > f le)? dx. 
| nT 


1e 


Rn 


‚34, 


35. 


„67. FUNKT AN I 
Voor continue functies bestaat ook een beste benadering 


in H_ t.a.v. de maximum norm. De elementen van EH worden 


trigonometrische polynomen van de graad n genoemd. We tellen 


alleen nulpunten van deze polynomen in het interval Cm, }. 


Lemma. H_ voldoet aan de Haar conditie. 


n 


Za TR)-= ag) + X (a, cos kx + b‚sin kx). Uit e* kbs kx + 
| k=1 
+ Ì sin kx volgt dat T ook geschreven kan worden als 
n 8 : n 8 î 2n p 
PO) = E an eÎ kx _ ain 5 eL ail(ktn)x z eTinx jp d. eikx, 
k=-n k=-n k=0 
met geschikte coëfficiënten Cc en de Zij 2 = een P de poly=- 
2n 8 
noom P(z) = X az = ePXr(x). Verschillende nulpunten van T(x) 
0 


geven verschillende nulpunten van P(z). Daar P ten hoogste 2n 
nulpunten bezit, heeft ook T ten hoogste 2n nulpunten, terwijl 
de dimensie van H_ 2n+1 is. if. Een uitbreiding van dit bewijs 
toont zelfs dat T ten „oogste 2n nulpunten heeft, indien elk m-e 


orde nulpunt ook m-maal geteld wordt. 


Opgave, 
1. Geef een trigonometrisch polynoom met complexe maar niet 
reële nulpunten. ee 


2. Geef een trigonometrisch polynoom zonder nulpunten. 


Stelling. 


Voor elke periodieke fEC([-m‚m]) bestaat er precies één beste benade- 
ring 
Tj, SH t.a.v. de maximum norm. De maximale afwijking |É-T_| wordt 


aangenomen in 2n+2 punten p‚ Geet & Pon+2> met afwisselend teken. 


TE, is door de laatste voorwaarde ook eenduidig bepaald. 


de eerste uitspraak volgt uit (7.30), toegepast op de eenheidssfeer. 
De tweede volgt uit een analogon van (7.13.3) *. + 
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1.36. Opgave. 
1. Geef meerdere beste benaderingen in H‚ voor de Biets 
ee Raak 
2. Als f een even functie is (d.w.z. f(x) = f(-x)), dan is de 


n 
beste benadering T van f dat ook, d.w.z. T(x) = ) a, cos kx, 
0 


3. Zij m > nen f(x) = a cos mx + b sin mx, Bewijs dat O0 de bes- 
te benadering van f in H_ is. (Schrijf f in de gedaante 


a cos m(x=-B)). 


n ak 
U, ag + p) (a cos kx + b sin kx) is de beste benadering in 
k=1 | 
n+1 | | 
H_ van a, + X (a, cos kx + b, sin kx). Hoe luidt dit re- 
n 0 ied k k | | 


sultaat indien we de 2 norm gebruiken? 
1,37. Van de hier behandelde alternance eigenschappen wordt in de nume- 


rieke analyse gebruik gemaakt bij het opstellen van algorithmen 


ter berekening van beste benaderingen. 
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5 8. Radonmaten. 


De theorie van de Lebesque integraal de: meer algemene, abstracte 
maattheorie gebruiken als centraal hulpmiddel het begrip trapfunctie. 
De hierbij gevolgde methoden kunnen, in grote lijnen, ook gebruikt 
worden in een topologische situatie, onder vervanging van de trap- 
funeties door continue functies. Dit levert dan de theorie der 
Radonmaten. We zullen deze summier behandelen. Uit opgave (8.40) 
blijkt dat elke Radonmaat ook een bettadte miet is. Omgekeerd kan 
men ook bewijzen, dat elke "voldoende nette" abstracte maat een 
Radonmaat is. 

X stelt voortaan een vaste locaal compacte topologische ruimte voor, 
C(X) de verzameling der continue reêle functies op X, CX) de line- 
aire ruimte der f € C(X), met Supp(f) = {x 1 F(x) # 0} (de drager van 
f) compact en, voor elk deel A van X, CX) de lineaire ruimte der 

f € CO, met supp (f) C A. Voor elke compacte AC X is C, 00, 
voorzien van de supnorm, een Banachruimte (ga na). Elk lineair func- 
tionaal u op CX) induceert kennelijkk een lineair functionaal 
Ns herten sE) LE ee We volgen in grote lijnen de 
presentatie van [B2]. 

Definitie 

Een Radonmaat op X is een lineair functionaal ES COT, me t 

K C X compact > Hic == COT. 

Zij MX) de verzameling der Radonmaten op X. 

volgens (1.8) is deze definitie equivalent met _ 


VK C X compact IM, f € CX) CEN S MILAN. 


8. 


2. 
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Opgave 7 
1. X compact > M(X) = C(X)'. 


2. De Diracmaat Ee, (4.8.1) is een Radonmaat. Evenzo Are, ++ -ta Ee, 6 
sk 


3. De Riemann-integraal a | f(x)dx is een Radonmaat op [0,1]. 
U, Zij g van begrensde variatie op [0,1]. De Riemann-Stieltjes inte- 
graal f > ffdg is een Radonmaat op [0,1] (zie An.III,S 11). 
be 3 ff F(x)dx is een Radonmaat op [O,°%), maar uw & CO! en 
6 kan . 
u £ C([O0,e9))*. De Radonmaat Vv : sn Ff EO on is wel een element van 
| ,[eCL0se)" 
6. Definieer zelf een Radonmaat op de eenheidssfeer B CIR°.[“c*'? | 
Naar analogie van deze voorbeelden schrijft men wel Jfdu i.p.v. 


u(f). De verzameling UX) bezit fraaie tralie-theoretische eigen- 


schappen, waarvan we er enige zullen aanstippen. 


. Definitie 


Een Radonmaat u heet positief, notatie u EM (Xx), indien 


f E B) > u(f) > 0 en begrensd, notatiesu EM), indien HEC (CX). 


8.k.:Stelling 


Elke additieve vorm u op CGO, met H(f) > 0 voor f > 0, is een 


ed 


positieve Radonmaat op X. 


Zij nl. K C X compact. Kies & E MEO met $=1 op K. Voor elke 
f € C,(X) geldt dan llfllb - f > 0, dus lfllu($) > u(£) en evenzo 


0 
HE) > MEluC$), dawez. [CA] S ulo EI. Pas nu (4.3.3) toe. tk 


. KX) is kennelijk een lineaire ruimte, voorzien van de ordening 


Hv u-veEenm(x) (ga na). Voor elke functie f noteren we 


f° = sup(f,‚0) en f = supl-f,0), dus f = f° - f" en El = £ +. 


Stelling 
moo = Mo) moo). 





| 
| 
Î 
| 
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Zij ue/lX). jetdoende is het bestaan van een positieve lineaire 
vorm v‚, met v(f) 2 u(f) voor f > 0. In dat geval is nl. v - u ook 
een positieve lineaire vorm en u = v + (u-v) (8,4). We definiëren 
v(f) = suplulg) : 0 Sg S< f} voor f > 0 en v(£) = VEE) -v(£) | 
voor f willekeurig (mag dat?). Volgens (8.4) is het voldoende de 
additiviteit van v te bewijzen. Ga.zelf na dat daartoe voldoende 
is v(f+g) = v(f)tv(g) voor f‚g > 0. Evident is v(f)+v(g) S v(f+g). 
Omgekeerd geldt u(h) = ulinf(h,f))+ulh-inf(h,f)) S enen voor 
OS hs f+g, daar 0 $ h-inf(h,f) $ g. Trek hieruit de conclusie 


v(f+g) S wette 


Opgave 


le ME OL bewijs volgt tevens dat v de kleinste majorant van u en 


0 LAAK) ie, diweZe V = Ti 5 uvoO. 


2. UVV 5 u lv en ua Vv dl v-(v-u) zijn de kleinste majorant en 
grootste minorant van;u en v, d.w.z. ll(X) is een tralie. 
3. ACH Vv) = (Au)v(dv) voor A 2 0 en (ntudv(ntu) = n +(uvn). Idem 
voor A. UX) is dus een vectortralie. 
+ n 


h, = 
[ul Rak v(- ng Ht u 


5. FE COO » [ul(f) = Sup {ulg) : |gl < £, ge COO}. 


Ò 


dome 


Be Bd Cu) CM (X) naar rechts filterend en gemajoreerd heen 
n EAUX). Stel U(f) = SUP ge) voor f # 0. Laat als boven zien 
dat u uit te breiden is tot een Radonmaat. 

7. Elke begrensde verzameling in MX) bezit een grootste minorant 
en een kleinste majorant, waarvoor de relaties van (3) gelden, 
d.w.z. MICX) is een volledig vectortralie. 


We zullen voortaan vrijelijk gebruik maken van deze resultaten. Ht 
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. Stelling 

u EM (X) > hull = lult. n 

Volgens (1.10) geldt nl. llull = sup {u(g) : llgll <1, ge CO} = 

Sup es) : lel < f‚ ge CO} = sup{lullf) :0< f<1,fe CO} 


SÍS 


CX) 
sup{lul(£) : IEI < 1, fe COO} = Iull. + 


HO u 
M 


Opgave 
Stel u, vEm (Xx), Xx 
1. u 0>llull = u(1) 
“2. Us V20lutvll = Hull + | vl 
lul Slvl ll ull SI vil 
Deze resultaten maken het mogelijk t.z.t. alleen positieve Radonmaten 


te beschouwen. 


Zij UC X open. KC U is compact in de jedani compacte toetenisehe. 
ruimte U, precies dan als K compact in X is. Er bestaat dus een 
natuurlijke bijectie van Co (U) op Ci (X) : definieer f(x) = 0 voor 
xXx Uen f EC (U). Merk 5 dat an elke u € /M(X), rest u: fr u(f) 
dus een eN op U definieert. Maar let op: n 

Opgave 

u: > EG dx is een Radonmaat op (0,1), maar niet de restrictie 


van een Re aonms op IR. 


Het topologische karakter der Radonmaten maakt het mogelijk deze te 
localiseren in een vast deel van X. Voor abstracte maten is dit i.nh.a, 
niet mogelijk: 

Definitie | 

De drager supp(u) van u EM) Ás het complement van de grootste 


open verzameling U, met das u= 0, 


De existentie van deze U moet bewezen worden. Zij dus (U, ) een familie 
open verzamelingen, U = U; hak H= 0 voor elke à en Be rest u# 0. 
Men heeft u(f) > 0 voor zekere f € CCU. Va, »- U, arend 

K = supp(f). Uit de topologie volgt hét bestaan van 8; S CU) met 
0Sg; S1, Lg; = 1 op K, Lg; = 0 DEE U en Supp (g; ) c U; voor 

1 Si Sn. in geldt en H(f) = u(Èg; f) = Lulg, £) = 0, tegenspraak. + 


We vatten de voornaamste eigensdiappen samen : 


rear es ee vrt eten enten veedende de - 





f 
# 

, 
j 
, 
5 
: 
| 
| 
: 


À 
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. Stelling 
1. supplu) is gesloten. Voor X ff den u A 0 geldt supplu) # P. 


2. supplu) = ((xEX : Jomg. V van x VEEC,O u(E) = 0} 
3. supplu) = {xXEX : V omgeving van xIfEC, KD) uE) # O0}. 
bt. supplu) = supp(lul) = supp(u) Vsupplu ). | 


5. lul Slvl supplu)E supplv). 

6. supplutv)C supplu) UVsupp(v). 

Ta supp(rest, u) = U supplu) voor UCX open. 
Ee f,gEC(X), f = g op supp(u) > u(£) = H(g). 

9. HZO,:EEC (XK), dan u(f) = 0 Sf = 0 op supplw). 


10. supp(u) compact > EM (X), maar niet omgekeerd (zie(8.2.5)), 


1-7: Evident, gebruik makend van (8.10) en (8.6). 
8: Kies e>0. Zij K = supplf-g) en V = ÍKEX : |£GO-gl0)| Se}. 


V is een open omgeving van supp(u). Kies he COX), met OÉnS1 ed 


b/ 


op K ACV en supp(h) Nsupp(u) 


h 
®. Hiervoor geldt |f-g - (f-g)nlS 2e 
en [u(f-a)[ S |u((f-g)(1-n))| + [nCCf-g)h) | S 2Me wegens (8.10) en 
(8,1), 

de Sel uE) = 0 en f(x) 20, due fest in sen compacte omgeving 
Vv van Xx. Voor elke g EC) geldt dan |gl SMf voor zekere M, dus ook 
H(g) = 0 en x E supplu). De oggekeerde uitspraak volgt uit (8). 
10: Kies fEC_(X) met f = 1 op supplu). Hiervoor geldt |lull = 


= sup{ulg) : lel <1, SSC ie u(f) Soo, Hf 


Het begrip integreerbare functie is reeds eerder ingevoerd voor de 
Riemann-integraal, de Riemann-Stieltjes integraal en de Lebesgue in 
tegraal. We zullen dit begrip nu ook stapsgewijs gaan invoeren voor 
de Radon integraal. Dit zou kunnen door eerst het begrip meetbare 


funktie in te voeren, zoals in An. III. We verkiezen echter een meer 


topologische opzet. 


DRS Me m5 e, En 


5 É 


ES 
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De verzameling SCI der naar beneden semicontinue functies 
Es X > IR = [ Oee] is een convexe kegel, met inf(f‚g) € SCI voor 
f‚gESCI en sup Ef E SCI voor CE) CSCI (ga na). Voortaan is 

a 


u Steeds een vaste positieve Radonmaat. 
Definitie 
De bovenintegraal van fESCI is het getal u*(f) = f"fdu = sup{u(g) 

+ ee en en F 
gsf, ge C 00} E IR. Voor ACX open is u* (A) = n*C1,) de uitwendige 
maat van À. 

Deze begrippen danken hun, in (8.14) geformuleerde, prettige eigen- 


schappen vooral aan het volgende 


Lemma 
FESCI=f = suplgECi(X) : ESE}. 
Zij nl. as<f(x), dus fra in een omgeving V van x. Kies ge EGO met 


supplg) CV, glx) = a en g<a. # 


stelling 


Voor functies in SCI geldt: 
1. FEC muf) = HE) 
2. fSg>uf)sS u*(g) | 
‚3. (£ ) naar rechts filterend > sup u*(£_) = H* (sup f_) = limu*(£). 
0, | el 0, a el 
B. a,B 20 u afg) = au*(f) + Bu*(g) 


9. U*(É) = 0 #f = 0 op supply). 


1,2: Evident. a 
3: Kies eerst E en f = sup ES uit MOO Wegens de stelling van 

Dini geldt dan f tf uniform op supp(f), dus ook HCE )tulf). Voor 

het algemene geval is het bewijs van de uitspraak BE CIX), gsf> 

> ug) < sup He CE) voldoende. Zij A de verzameling der HEC Os 

met hSE, voor een a. hiervoor geldt g = sup{inf(g,;h) : he A} wegens 


lemma 8.13. Tenslotte geldt 
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SD H*CE) E SE sup {H*(h) : O0 Sh Sf» he} S RRS 
hEA}=>suplu“ (inf(h,g)) : hnEA} = 1*(E), wegens het eerste deel 
van het bewijs. 

4: Voor de additiviteit merken we op dat f+g = sup{hi +h2 : 

hi ‚ha € CX) ‚ mm Sf .‚ha Ge. waarbij de familie der functies hit ha 
naar rechts filterend is. Volgens (3) geldt dus u*(f+g) = 

sup u(hi +ha) = SP u(hi) + Sp u(ha) = H*(É) + u*(g). 

>: Pas (8.13) en (8.11.9) toe. # 


Het berip beneden integraal zal hier vermeden worden. 


Opgave 


1. Formuleer (8.14.2-5) ook voor de uitwendige maat van open ver- 
zamelingen. 
Da EC er 


3. f*1 dx = b-a. 


(a,b) 


bh, A open, dan A compact *u*(A)<e. Laat voor de Lebesguemaat zien 


dat de omgekeerde implicatie niet waar is. 


oo 
>. Voor elke n is Hs Ee, een Radonmaat op IR. Laat zien dat de 
m=n | 
Au = O0, maar inf Ho *(R) = eo, 
n n 


De operator u op C oC is nu op een nette wijze uitgebreid eb een 
opetator Wop SCI Ga na pe pn nu volgende, voor de hand liggende, 
definitie weer een uitbreiding van u*tot de verzameling van alle 
positieve Funerise 18. 

Definitie | 

Voor £ : XR heet uY(f) = J*fdu = inf {u*(g) : fSgEsCI} de 
bovenintegraal van f, Voor ACX heet H*(A) = H°C1) de uitwendige 


maat van AÀ. 
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8.17. Stelling 
Voor alle positieve functies geldt: 
1. fSgu*(f) S ug) 
2. A20 > UMA) = Au l£) 
3. u*(f+g) S u(f) + ug) 


_ Ed 
ti, tE PE) = SUP U (EO). 


Alleen de uitspraak u*(f)Ssup HSCE) vergt enige aandacht, waar- 

bij dan sup HSCE) < eo mag worden verondersteld. Kies (g' 2E SCI. 
° à ' at à | EN | 

me t Le 8, en u°CE) Su (zg, ) $ WCE) + €2 . Voor de functies 

a 1 e | . 

Dr 2 Sp 8; geldt dan ge SCT: £ <8 can, is stijgend en 

Br Ed Er +1 — inf(g 844) (ga na). Uit de hypothese 


H*(g) SHE) + el1-2 Ì) en (8.14.4) volgt p*(Ensi) = U*(E) + 


EEN ' 
+ h* (gn) — h"Cinf(g,»En+1)) Su*(g,) + H° Cen) — HNE) S HCE 4) + 


Tin+1)) 


+ e(1-2 dus ook Hg) Suf) t € voor alle n. Uit 





f Ssup 8, en (8.14.3) volgt tenslotte u*(f)S u*(sup 8’ = Sup u* Cg) 


S sup HSE) +e. H# 


8.18. Stelling (lemma van Fatou) 


m*(lim inf f_) Slim inf HTCE) voor elke rij functies Ee XR. 


a . id ee *« / Ee, eoand 
Wegens (8.17.4) geldt nl. u (Lim Inf f_) = 4 soup Ien an = 


es pe : e ee de 6 de 
Sup u Ke fam) S(8-17.1) SP inf u CE am? lim inf u (É). + 
8.19. Opgave 
1. EXE) = £G) 
2. Formuleer bovenstaande resultaten ook voor de uitwendige maten 
van verzamelingen. 
3. YA) = inf{u*(0) : ACO, 0 open}. 


4. Laat, met X = R en functies met eindige drager, zien dat de af- 


TETE Ar Re nee ee en 


„22. 
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aftelbaarheid in (8.17.3) essentieel is. 


>. Bereken de uitwendige Lebesgue maat van 8 en (R-0)N [0,1]. 


. Definitie 


Een funktie f : X > de heet uiteraard verwaarloosbaar indien 
u*(f) = 0. Evenzo voor A CX. 
Definieer nu zelf de betekenis van de term bijna overal (b.o., pD.p., 


a.e.). 


. Stelling 


1. f verwaarloosbaar, A20, OSg<aAf *g verwaarloosbaar. 
2. Elke En verwaarloosbaar > zf_ en sup E verwaarloosbaar. 
ds Pes bo. uXf) = H(g). 

U. UH*(Éf)S oom f <oob.o. 


9. f verwaarloosbaar ®f = 0 bo, 


3: Zij A= {x : f(x) #4 g(x)}. Men heeft u*(inf(£,8)) S uE), 
H*(Z) S u*(suplf,g)) en inf (f,g) = sup (Ff‚,8) b.o. Met h_ = n op A, 
h_ = 0 elders, geldt H*(h‚_) = 0, dus ook u*(inf(f,‚g) S u*(suplf,g))S 
S u (ssp (f,g) + Sup h_)SHu“inf(f,g)) t sup H*(h_) = H*(inf(f,g)). 


ht: Zij A= Íx : f(x) = ec}. Uit InSf/n volgt H*(A) S u*(f)/n. 


Ksend 


2 £ 
Bn Fi f« Ì 
he Seng Ër, hi FE: 
er’ ë A: 
B £ Á 
+ en 


Alles wat nu volgt kan gemakkelijk uitgebreid worden tot de klasse 


>: Uit H*(É) = 0 volgt evenzo U*(A) S H“(sup nf) = sup H*(níf) = 0. 4 


der bijna overal gedefinieerde functies. Eenvoudigheidshalve zien 
we daar echter vane Twee funkties f‚g : X >IR heten equivalent, 
notatie R <f‚g> , indien ze b.o. geit zijn. Ga zelf na dat dit 
inderdaad een equivalentie relatie is, Z1j T de afbeelding die aan 
elke f de equivalentieklasse van f toevoegt en zij N de quotiënt- 


ruimte, d.w.z. de verzameling der equivalentieklassen. Ga na dat de 





sl 


24, 
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relatie “f<g b.o.'" invariant is onder R en een ordening op N 
induceert. Evenzo is u* invariant onder R. Er bestaat dus een af- 
beelding u* : N° >mR*, met u* = Û*T. De traditie volgend schrijven 
we echter weer u* i.p.v. ü*. Tenslotte is N° op een voor de hand 
liggende wijze te voorzien van een optelling en scalaire vermenig- 


vuldiging, waarvoor de relaties van (8.17) geldig blijven. 


Opgave 


Geef een definitie van de uitdrukking Òt$ in N° en vertaal dan 


CD 


‚ Definitie 


1. Voor p € [1,e9) is FP(X,u) (of FP of FP u) de lineaire ruimte der 

functies f : X > IR, met u*(lelP) $ eo en voorzien van de seminorm 
ln = GrcjelPo PP, 

2. LPCx,u) is de afsluiting van CX) Be en in FP(X,u). D.w.z. 
fe £P precies dan als voor elke e >0 een BE CX) bestaat, me t 

| Egli Se, 

Sn LP (Cx, u) is de genormeerde l.r. T(£P). 


h, Een functie £ e£Ì heet integreerbaar. Zie (8.32) voor een def ini- 


\ 


tie van f fdyu. 


Definieer zelf het begrip integreerbare verzameling. We zullen stap 


voor stap de geldigheid van deze definities onderzoeken en de voor- 
naamste eigenschappen aangeven. Dat He inderdaad een seminorm op 


FP is volgt uit onderstaande, zonder bewijs te gevens 


Stelling (ongelijkheid van Minkowski) 


1/p 


£,8>0, pEl1,9) > (u*((£+PII HP sure UP 4 u*(gPI) VP. 


„ZB, 
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De quotiëntruimte FP = n(FP) t.a.v. de equivalentierelatie R 

is een lineaire ruimte (8.22). Uit R«< f‚g>®R<lf-glP,0 > © 

» u*(|f-glP) zn: (ga na) volgt dat de afbeelding bre = IEN; 
met fE$ willekeurig, inderdaad een norm op FP is. Convergentie 
in FP (of in FP) t.a.v. deze (semi) norm wordt wel convergentie 


in p-gemiddelde genoemd. Merk op dat LAS la indien |£lS|gl. 


Stelling 


Eds Bi (£_) een f.r. in FP. Er bestaan een deelrij (En) en een 


FEFP, met f(x) f(x) boo. 
of 


zijn FP is een Banachruimte. 


1: Definieer zelf het begrip f.r. in een ruimte met seminorm. Er 
bestaat een deelrij (£, ) met |l fn, hl <2 * (inductie). Zij 
ii iel “LP | 


8; == f Kn De rij ilg;l is monotoon stijgend. De rij 


T+ 
2e; II, Ee volgens de laatste opmerking van (8.25) stijgend en 
volgens (8.17.3) begrensd. Volgens (8.17.44) en (8.21.4) is dan 
Eg; Go|Se buiten een verwaarloosbare verzameling A. Definieer nu 
f(x) = Eng + Een, 00 voor x £ A, f(x) = 0 voor xEA. Hiervoor 
geldt dus f(x) = lim En, (0) b.o., f is eindig en 

LEI SE In + Wang <En p + Elen, je, 

2E ZL Cd) een f.r. in FP. Kies een EE voor elke n. De rij 
En, is een f.r. in FP en een deelrij convergeert b.o. naar boven- 
genoemde functie f. Voldoende is dat deze deelrij ook in p-gemid- 
delde naar f CONVEREREDE: maar dat volgt uit NEE Ip = IE en, S 


Be 1=k 1 
SY lle | ga na). 
ie Eno eg a). + 


Uit R<f‚g> en FELP vorget kennelijk gE£P. LP is aus een gesloten 


lineaire deelruimte van FP en (8.26) geldt ook voor LP resp. ZP. 


„28, 
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Opgave 
1. Elke n is eenduidig te schrijven in de vormn = 2* +5 met 


jelo,2°). Zij X= [0,1 en £, = "Â (341)2 ijt Laat zien 
| 


U 5.2 
dat Mid! in p-gemiddelde voor de Lebesguemaat, maar dat CÉ Cx) 
nergens convergent is. 

2. FELP => |el e£P‚° 

3. £P en LP zijn tralies. 

U, De karakteristieke funktie van elke eindige deelverzameling van 
[0,1] is element van £P voor de Lebesguemaat. Wat is het corres- 
ponderende element in LP? 


9, Contrueer een naar rechts filterende familie EE) en een f in 


LP([o,1l), met f,GOTF(x) overal, maar bef Peas Echter: 


Stelling (Beppo Levi) 


Voor elke stijgende rij CE) CÁE geldt 


sup £, SL * supllfl, <ee=llsup El, = limllfl 


We bewijzen dit alleen voor p = 1. De LSA ble dan echter 
onmiddellijk uit (8.17.4), (8.26.2) en(8.2D4k 
In LP geldt deze uitspraak zelfs voor naar rechts frtesende Bad. 


lies. Verifieer dit voor Sede 


A Gevolg 


GE ge fP, Ë_ Sg b.o. sup fe LP. pit volgt uit (8.29) en 
(8.28. 3) + 


Stelling (Lebesgue) 

Stel (EO) CLP, ff b.o. met f : X*R, gEFP en £lS<g be: 
Hiervoor geldt re fP en ff in p-gemiddelde. 

Uit (8.31) volgt dat het in An. III gegeven ie onveranderd door- 


gaat. Á 


A DA, # tif, Ja fl 
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| 8,32. Zij K = TC 0). Volgens (8.23) is K een dichte lineaire deel- 


ruimte van ú. Ga zelf na dat de afbeelding &'*ffdu, met fE db 


willekeurig, een continu lineair functionaal op de n.l.r. K is, 


Volgens 2.,4,5 bestaat er dus een continue lineaire uitbreiding. 


hiervan tot L 


a Compositie hiervan met m geeft een cont. lin. 


functionaal óp dat weer met uy wordt aangegeven. Het getal 


H(f) = ffdu heet de integraal van f t.a.v. u. Voor een integreerbare 


verzameling A heet u(A) = HC) de maat van A. 


8.33. Stelling 
Feb sul a utr sent rz nf helf). 


Dit is een rechtstreeks gevolg van (8,32) en de continuiteit van 


de seminorm || *|| 4 in £Ì, nig 


8,34. O 


ds 


| 7 
| e 


ave 
Laat zien dat de ruimte LL sl van (5.11) inderdaad Lsa 
is Ceebeuie teks. (2.3) en het feit dat l-Il, voor de Lebes- 
guemaat een norm op C([ -m‚n] ) is). 

En Vsupp(f_d C K, K compact, Ef uniform, dan fel!, 
ff In p-gemiddelde en lim ff du = Jfdyu. 

H(AE+g) = AulE)+ulg) en uE) Sullfl) voor f‚gekÂ. 

Herformuleer (8.26.1), (8.29) en (8.31) in termen van integreer- 
bare functies en hun integralen. 


fFESCI, dan felieu*(f)<oo. 


u is begrensd precies dan als de constante functies integreerbaar 


zijn. 


K compact, A open en voorwaardelijk compact K en A integreerbaar. 


Volledigheidshalve merken we nog (zonder bewijs) op, dat 


relPe elPieelt 








8. 
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35. Uit de nu volgende resultaten blijkt dat de Radon-integraal een 


speciaal geval is van de - later te behandelen -— abstracte maat= 
theorie, Gemakshalve wordt voortaan verondersteld dat X = U ns 
met Á compact. 
Definitie 
Zij M de kleinste verzameling van functies f : X> IR met de eigen- 
schappen 1 : CX) CM 

2: (ECM, f, >f bo. fEM, 


Een functie f EM heet (u-) meetbaar, ACX heet meetbaar indien 1,€E M, 


A 
De verzameìing van alle functies voldoet aan deze eigenschappen, 


evenals de doorsnede van een collectie verzamelingen met deze eigen- 


schappen. M bestaat dus. 


838. stelling 


le FEM, f = g b.o. >gEM, 

2. f,gEM, f b.o. eindig=>f+gEM, indien co-oo willekeurig gedefinieerd 
wordt. | 

3. E,gEM, A ERAF, suplf,g), inf(f,‚g), |É| EM. 


sb, f eindig, dan fet? > fEM en u*(| fl) <oo, 


1: Voor f_ i f geldt fg b.o. 

2: Volgens (1) mogen we f eindig veronderstellen. De verzameling | 
MM, = {g : X>IR : f+gEM} voldoet aan (8.35.2), Aan (8, 35.2) wordt 
voldaan voor FEC), d.w.z, M-2 M voor FEC (XX), Hieruit volgt 


dan weer dat M, aan (8.35.,1) voldoet voor elke FEM, d.w.z. M_2M, 


3: Soortgelijk bewijs. | 

U; Stel ged! en Ei = {hEM : inf([nl‚p e ZÎ}. Volgens (8.28,3) 
geldt Ee EN: Uit En b.o. volgt liminf(|h_ | ,g)) = inf(|h| ‚g) 
b.o. Volgens (8.31) voldoet je dus ook aan (8.35.%), d.w.z. 
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| n nEM=inf(|nl Deli. Stel nu fE M en u*(|F| )<ee, Kies gE SCI 
met [fl <g en u (g) Seo, Uit ff Sg (8.34.5) en het voorafgaande 


| volgt £' ‚eelt, dus ook f = f°-f"e £Ì, Omgekeerd bestaat er voor 





fel? volgens (8.26.1) en (8.23) een rij (EDCC U, met ff bo. f 


8,37. Stelling 
1. De meetbare verzamelingen vormen een stam (=q= algebra), op X; 
d.w.z. a. dE 6, | | al 
b. ACS u” (AEG, 
KANS HE UA Sd, 
2. Deze stam is zelfs H-volledig, d.w.z. u*(A) = 0O>AES, 
3. Deze stam omvat de Borelstam, d.w.z. de kleinste stam die alle 


open verzamelingen bevat, 


Uit X = U Xs X compact, en 1, e{Î (8.34.7) volgt XE 6, 
n 
Ga zelf de overige uitspraken na. &# | 


8.38, Stelling 
Zij f : X >IR. Equivalent Zijn: 
1. fE B 
2. 0 CR open >f" (0) meetbaar 


3, A CIR gesloten >f"'(A) meetbaar, 


12: Zij F de verzameling der functies met deze eigenschap, De ei- 
SENS ep (8. 35. 1) volgt dan uit (8.37.3). Stel Ef >f b.o. en 
20) EB Uit (8.37.2) volgt dat we f_ GEE voor elke x mogen 


Heden maar dan ook f£°'(0) = Un f£Kojes 
| mnem  n u 


pese ars (etl | Kr On ME 


, 31: Combinatie van (2) en (3) levert de meetbaarheid van alle ver- 


zamelingen f”'((a,bl). Merk nu op dat 


_k | 
ie á 5 Dj E (Cx) 
( ) f(x) Tam Dn 1, ab à H 


EEE irt aten nr ie id Vn de vd Tera er et ridder Srl ra Sk as Sn Knel ON ee kak - 
NEN Eee AEN A ee NDE RE ONE EME ad ran en 





8.40, 
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Opgave 

1. De convergentie in (*) is meneteen en uniform. 

2, De afbeelding A>u*(A) is een positieve maat op Á d.w.z. 
u* SIR, me t 
a. H*(H) = 0 
De (ACS, ANA, zi fo) voor n Eme u VA) = Eu*(A). 

3. De formule (*) levert een uitbreiding van deze maat tot M' 


met H(f) = H*(Éf) indien dit eindig is. 


We vermelden nog zonder bewijs de hiermee samenhangende klassieke 
Stelling (Riesz) 
Zij HUH een Soes Radonmaat op [0,1] en glx) = u([0,x)). Voor 
alle f EC([0O,1l) geldt u(f) = ffdg en g is van begrensde variatie. 
Zie ook An III, 511. 


Opgave 

1. Wat is g in het geval vn de Lebesguemaat op [o,11? 

2. De in An III, $17 ingevoerde trapfuncties en meetbare functies 
zijn ook meetbaar volgens been ge geven definitie. 

3. De verzamelingen f”*((a,bl) van (8.38) zijn meetbaar in de zin 
van An III, $17. (Pas hk (8.26.,1) en (8.36.4) toe). Elke 
fEM is dus ook meetbaar in de zin van An III. 

4, (8.36.4) geldt ook in de situatie van An III. Ook de beide defi- 


nities voor integreerbare functies zijn dus gelijkwaardig. 
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Tentamen functionaal analyse, 26-2-1972, 9.30-12,00 uur. 


Vraag 2 of 6 mag worden overgeslagen. 


Zij Eeenn.l.r. en F een convex deel van E,‚ die een bolomgeving 
B van de oorsprong bevat. Bewijs dat de afbeelding 


Ke E- F} voldoet aan de eigenschappen: 


Pp: Xx > inf {A > 0: A 
a. plx) € [ 0,99) voor alle x 


B. plxty) < plx) + p(y) voor alle x en y (Aanwijzing: 


E = E = voor a # 0). 
Y. plux) = 


up(x) voor alle x en alle u > 0. 


In de notaties van opgave 1 geldt nu z & F. Veronderstel verder 
(gemakshalve) p(x) = p(-x) voor alle x. Bewijs: 

a. plz) > 1 | 

B. Er bestaat een ò E E*, met ò Sp, $(z) > 1 en dx) S 1 


voor x € A. 


. Zij l de ruimte der rijen x =(x‚) C R. Beschouw de afbeelding 


ze [sl sE 
n 
1 2 C+ lx) 


e Bewijs: 


a. [xl € f[o,ce), [Axf S |xl voor |A| <1 en [Axl S |al|xl 
voor À > 1. 

B. (x,y) > d(lx,;y) = |x-yl definieert een invariante metriek 
op l. Aanwijzing: Len der onderdelen van het bewijs wordt 
overzichtelijker door eerst zekere ongelijkheid af te 
leiden voor drie getallen ‘a, b, c > 0, met a < b + c. 


y. x * |x|l is geen norm op 1. 
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U. Zij E een n.l.r. en laat de banachruimte L(E,E) voorzien zijn 


van de gebruikelijke norm. Zij T € L (E,E), met ITI < 1. Bewijs: 


1 


a. (I-T) * bestaat en is een continue (lineaire) afbeelding 


van E in E (56 1). 


B. De rij (KO), met K‚ = 


Y. (I-T)Î = lim K 


neo 


o MS 


T* is een fundamentaalrij in L(E,E). 


5. Beschouw de functie f: x >» x° als element van de Kinbereralate 
E = L2 [-r‚r]. Zij G de lineaire deelruimte der constante func- 
ties. Laat op elementaire wijze zien dat er precies één beste 
bensdebine van f in G bestaat en geef aan welke functie dat is. 


Idem voor het geval E = C([ -m‚m]). 


6. Zij H een reële hilbertruimte, F een dichte lineaire deelruimte, 
af&FenG e= {x:(a,x) = 0}. Bewijs: 
a. G MN F is een gesloten hypervlak in F. 
B. Elk maximaal orthonormaal stelsel S van G, met SCF, is 
ook maximaal orthonormaal stelsel in F. | 


Y. S is echter niet totaal in F. 


Rt RE ET id in AE EE ih EE A 
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Tentamen functionaal analyse, 13-5-1972, 9,30 — 12.00 uur. 


. Zij E een lineaire ruimte en A C BC E, met A convex. 


a: Laat zien dat er een maximale convexe verzameling C be- 


staat, met A CC C B. 


B: Zij nu E = RÊ, B de eenheidscirkel zonder de oorsprong 


een A = {(0,4)}. Laat zien dat er geen grootste convexe 


C bestaat met A C C C B. 


Zij 1Ì de ruimte der rijen a = (a) C IR, met la), = Ela | < es 
oo « | 5 | Ì Er 
en l de ruimte der rijen a = (a) C R, met |al, = sypla, | < oo, 


a: Bewijs dat de norm LN, niet equivalent is met de restrictie 
van de norm |.l tot i 


B: Laat zien dat 11 geen gesloten deelruimte is van de n.l.r. 


CE deld 


oo 


Y: Zij 1Ì de afsluiting van is in de n.l.r. is |.l)- Laat 


zien dat ke C eo (d.w.z. X = Cx) 5 1 zeen 0 voor n ” eo), 
Ö: Bewijs nu ie = C° 


A een verzameling, | | 
Zij E een n.l.r., F een lineaire deelruimte van E en Y de n.l.r. 


der begrensde reële functies f op A, met If = suplf(a)l. Zij ® 
| aEA 

een continue lineaire beelde van F in Y. Zij, voor elke 

a € A, ®, de afbeelding x * ($(x))(a). Bewijs: 

a: é, € F' en |6,l < |él. 

B: Er bestaat een uitbreiding in E E' van Je tot E‚, met 

Bel = loel- | 
Y: Er bestaat een continue lineaire uitbreiding $ van & tot E, 


met |Ô| = |ól. 


Zij H een prehilbertruimte, E een n-dimensionale lineaire 


deelruimte en F een lineaire deelruimte, met dim (F) > n+1. 


Bewijs dat er een xEF\Ebestaat, met [xl = d(x,E). (Gebruik 


bvn Wets, 
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Korte uitwerking opgaven 26-2-72 


la. Stel B = B(0O,r)CF. Dan dx SF en {A>O0 : AIxEF} # ó. 
ai 5e Xty _ A X HY 
B. Stel A,u>0 en A xErF, u GS Dan DE Sen 3 + CT EF en 
P(x+y) S Aru. 


Y. AT TCUXEFS UA ix) EF, 


2a. Stel p(z) <1, dus ook Ter voor een AS<1 en dan z = XT + (1-N0E F. ee 
Tegenspraak. 

B. Definieer b(Az) = Ap(z) voor de deelruimte [zl] en kies een voort- 
zetting van & tot E (Hahn-Banach). Voor xEF geldt &(x) Sp(x)S1. 


Ja. OSD ) ra <e, 
2 (14 lx | 2 





Dl Nx, | |X, | 


DLS LS EDT < Te S TET 


Dax, | EN 
Ond 2 5 lz ETT S A5 EEN 


STE + Tie De driehoeksongelijkheid volgt nu uit de 


substituties [XZ | = Ee Al 


B. Evident is 





y= Zy | = C, 
Y. Voor (x) = (190,0, …) geldt |2xl # 2|x|. 





[CA-T) GO [> [xl ITI | x| = (1-ITII)|x|. Het bestaan van (A-T)=1 als 


Nus 
@ 


cont. lin. afb. op (1-T)(E) volgt nu uit 1.15, 


n i n i 
Bg. HET II SENT > 0 voor m,n» oo, 
m m 


y‚a: Voor alle yEE geldt (1-T) lim Ky =, lim(1-T? tij, = Ys d.w.z. 


yE(I-D(E), (1-T)7! is gedefinieerd op E en (1-T)”! = 1im K 


1 
Da. Lí Cx 0) Pax] = (Ár’+2e?m)? is minimaal alleen voor c = 0. 
Sn [ 


fx an is alleen minimaal op [-m‚nl voor c = 0. 


ROANNE OET EN EN AP Rie MANE NA MARNE NEE ARS BEM hr nk 
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ba. d : X(a,x)EH! en de neen ® van ò tot F is een continu 
lineair functionaal op F‚ d.w.z. FNG = 6 *(0) is een gesloten 
hypervlak in F(4.16). 

B. G is een Hilbertruimte, dus S is ook totaal in G. Uit xuS volgt 
dan x…aG, ofwel Xx = Aa voor een A € IR en x £ F. 


Y. SCGNF, dus ook F # GAFDS (afsluiting in F) volgens a. 


Korte uitwerking opgaven 13-5-72 


1d, Pas Zorn toe: de vereniging van een stijgende familie convexe ver- 
zamelingen is convex. | 
B. In poolcoördinaten: de verzamelingen C, = {(r‚,dò) : PrE(O0O,1 ,HEL[Osm)} 


en Cà = {(r;b) : r E(O,1], & E(O,n]} voldoen aan a. 


2a. Zij a = 1,r,r°,.., met r E(0,1). Hiervoor geldt lal, = 1slali = TE 
en lal, = Ees is niet begrensd. 
al oo | 
DE al 
B. Zij (a) monotoon dalend, met a+ 0 en z|[a | =e (b.v. a, ==). 


ì 5 < 
Dan (an)nsyet' (na aanvulling met nullen) en | (a) <n Ca) € 
voor N groot genoeg. 
ee -— 1 
y. Zij (x,) El. Kies e >0 en (a )El met sup |aj-x,l Ste. Voor n 
groot genoeg geldt [al < de» dus ook |x‚| Se- Ander bewijs: «@ is 
gesloten t.a.v. | "Vee en li C c- 
1 1 


"El 


1 oo er 
Ö. co Cl , want x, 0x )rsyn(x) in Ll > terwijl (x), <n 


3 a. ò, GO td (9) z= ($lx) (a) + (Hly))la) = (Hlx+y))(la) = b,xty). 


Idem voor Ax. [$_|= suplé (x)| = sup |(&lx))(a)|S sup suplblx))la) = 
ne xs1 ® | Xx S1 Xx S1 a 
= sup IIx) = Jo. 
x S1 


B. Hahn-Banach 


y. Stel ($(x))(a) = $,) en verifieer. 


U, F mag eindig dimensionaal verondersteld worden. Zij e > >en een 


orthonormale basis in E en ese -sens On44°° "ren in E+F. Hiervoor 


geldt 1 = le ‚‚l = 


d(e,4>E) en e_‚4£ F\E. 
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7.24 
3.30 
7.15 
U,7 
ds 
3.12 
1,12 
3.18 





Tentamen functionaal Analyse I, 22 juni 1974, 09.30-12.00 uur 
…… Waarschuwing : Sommige vraagstukken bevatten mededelingen, die U 


niet hoeft te bewijzen. 


1. De functie x */x bezit geen op [0,11 uniform convergente mácht- 
reeks ontwikkeling. 
Een rij Ce) in een n.l.r. E heet totaal indien 


E de kleinste gesloten lineaire deelruimte is die alle e, bevat. 





. . . : . n 
Zij nu E = C([O,1]), voorzien van de uniforme norm en e, 5 X EK 


Bewijs 


he nee nde an er an et ears ae het ae ee en ee Dae ee Krea we a ME ede 


ne « hd nne enden Ee A in lc ae ar neer len ne ae dd en erde Eeen eeen etn ee or le nn eN wam ter Ee 


a. De rij Ce) is totaal. 


b. De rij Ce) is geen Schauderbasis. 


2. Zij nu E = L?([0,1}). Hierin geldt de volgende uitspraak: 


1 1 EEN 
f‚gE L2([0,11) > fg E L'([O,11) en Slfglax < {f |E] ?ax f|gl2ax}? 
| 0 0 _0 | 





Bewijs 


a. De rij (e_) is ook totaal in L“C[ 0,11). 


1 
b. Voor g E L° vast is de afbeelding f * f fg dx continu. 
0 
‘ X 
ec. Voor f E L° is de primitieve x bf f(t)dt continu op [0,1] 
0 


d. Uit de veronderstelling dat (Ce) een Schauderbasis is van L? 
volgt dat de primitieve van elke f € L? een (uniform) con- 
vergente machtreeksontwikkeling bezit. 


e. (Facultatief). Elke f € L? zou dan ook analytisch zijn. 


3.Zij H een Hilbertruimte en laat de lineaire afbeelding P N HH 
voldoen aan (P?h‚g) = (Ph‚g) en (Ph‚g) = (h‚Pg) voor alle h‚g € H. 
Bewijs | | 
a. P is continu 


b. Er bestaat een gesloten lineaire deelruimte G, zodanig dat P 








de orthogonale projectie van H op G is. 


en generalisatie van de stelling van Hahn-Banach luidt als volgt: 
Zij E een n.l.r., B # A CE convex compact 

FBC E convex gesloten, ANB = f, dan bestaat er een b € E', 

met d(x) > 1 voor x E A en lx) < 1 voor x E B (of omgekeerd). 

Zij nu C C E gesloten. 

Bewijs 

C is convex, precies dan als C doorsnede is van een verzameling 


gesloten halfruimten. 


Zij K en L compact, u een Radonmaat op K en g : L *IR continu op 
L, met 0 $<g Sn. De functie n - Ey» met g(x) z g(x) voor xE L, 
g(x) = 0 voor x & L is een element van SCI. 

a. Bewijs dat n - EK en Ey meetbaar zijn op K._ 

b. Laat f : K *IR positief en begrensd zijn en de eigenschap 
bezitten dat er voor elke e > 0 een compacte Le C K bestaat, 
met H(K-L ) $ € en naavaor de restrictie van f tot Le continu 
1sS. 

ed 
Bewijs dat f meetbaar is. 


ce. (facultatief). Bewijs dat f ook meetbaar is, onder weglating 


van de eis dat f positief en begrensd is. 


